INSA 4TC MATHEMATIQUES POUR LES RESEAUX Chapitre 2

Chaines de Markov & temps continu

Exercice 1 (Chaine a deux états)

Des appels téléphoniques arrivent dans un central selon un processus de Poisson (N );cg+ de parameétre A > 0.
Chaque appel provient soit de la métropole (type 1) soit de I’étranger (type 2) avec probabilités respectives p
et ¢ (p, ¢ 20, p+q = 1), indépendamment des autres appels et des instants d’arrivée. Le type du n® appel
est donc une v.a. Y, a valeurs dans {1,2} de loi (p,q). Soit (X;)ier+ le type du dernier appel survenu avant
I’instant t.

1. Exprimer X; a 'aide de N; et de la suite (Y;,)nen.
2. Montrer que (X¢);cr+ est une chaine de Markov dont la fonction matricielle de transition est donnée par

C(ptae™ q—ge ™
P(t) = ( p—pe M ggpeit )

Exercice 2 (Source binaire)

Une source émet au cours du temps un signal binaire aléatoire (X;);cg+ a valeurs dans {a,b} défini par
sa loi initiale qui est la loi de Bernoulli de parameétre p : P(Xg = a) = pet P(Xo =b) =1—p = ¢, et
Vs € RT, (X;)ier+ subit N, sauts sur [0, s] oit (Vy);er+ est un processus de Poisson d’intensité A indépendant
de (Xt)t€R+-

1. Montrer que (X;);cr+ est une chaine de Markov homogéne.

2. Calculer les probabilités de transition de la chaine (X;)scgr-+-

3. En déduire P(X; = a) et P(X; = b). Pour quelle valeur de p la chaine (X;);cgr+ est-elle stationnaire ?
4

. Ecrire la matrice de transition de la chaine a temps discret induite, (X, )peny 0ot Top = 0 et Tp,4q = inf{t >
T,: X+ # Xr, }.

5. Comparer les comportements asymptotiques des chaines (X;);er+ et (X7, Jnen-

Exercice 3 (Processus de naissance-mort linéaire avec immigration)

Soit A, p, a > 0. On considére un processus de naissance-mort (X;);eg+ de paramétres \; = jA + a et
wi = ju, j € N. On pose M;(t) = E;(X;) et N;(t) = E;(X?).
1. (a) En utilisant les équations progressives de Kolmogorov, trouver une équation différentielle vérifiée par
M;.
(b) En déduire M;.
2. (a) Trouver de méme une équation différentielle vérifie par IV;.

(b) En déduire N; puis calculer var;(X;) dans le cas ot a = 0.

Exercice 4 (Processus de naissance-mort linéaire non-homogéne)

Soit A et p deux fonctions continues sur RT. On considére un processus de naissance-mort (Xt)teR+ de
parameétres dépendant du temps A;(t) = jA(t) et p;(t) = ju(t), j € N, t € R. On pose G;(t, z) = Z] % pij ()27
et Ml‘(t) = El(Xt)

1. En utilisant les équations progressives de Kolmogorov, trouver une équation aux dérivées partielles vérifiée

par G;.

z—1

2. On effectue le changernent de variables (z,y) = (f(t), == — g(t)) avec f(t) = exp (/Ot[A(s) — u(s)] ds) et

/ A(s ds Donc G;(t, z) est de la forme H(x,y).

(a) Trouver une equatlon vérifiee par H que ’on résoudra en posant H(z,y) = o(z, £).

(b) En déduire G; en utilisant la condition initiale G;(0, z) = 2%
3. Déduire de l'expression de G la valeur de p1;(t). Reconnaitre la loi de la v.a. (X; | X; > 0).
4. ( ) Calculer la fonction de répartition du temps d’extinction de la population 7.

) En dedu1re la probablhte d’ extlnctlon de la population : P;(79 < +00). On pourra remarquer que
1

/f /f d+1—m Reponse:[l—mwy

(c) Déterminer une condition nécessaire et suffisante pour qu’il y ait extinction presque-sire.




Exercice 5

Soit «, > 0. On considére un processus de naissance pure (X;);cgr+ de suite de taux de croissance (A, )nen,
vérifiant les relations suivantes :

P( un événement se produit dans [t,t + ¢] | X; est pair) ae + o),

Be + o(e).

On pose p,(t) = P(X: = n), q(t) = P(X; est pair), r(t) = P(X; est impair), puis M (t) = E(X;).

e—0

P( un événement se produit dans [t,t + €] | X, est impair)

1. Montrer les relations suivantes : Z A2nPan(t) = aq(t) et Z A2nt1P2n+1(t) = Br(t).
..., =0 . n=0_ . qdt) = —aqt)+ Br(t),
2. (a) Montrer que les probabilités g et r satisfont au systéme différentiel { P = aq(t) — Br(t).
(b) Reésoudre le systéme précédent. On discutera suivant la parité de Xj.
(¢) Calculer limy_, 4o q(t) et limg_, 1 oo 7(2).
3. (a) En utilisant les équations progressives de Kolmogorov, exprimer M’(t) a l'aide de «, 8, q(t) et r(t).
(b) En déduire M (t).

Exercice 6 (Processus de Poisson composé)

I — On considére un systéme soumis a des chocs, subissant des dommages. Soit (N;);cr+ le nombre de chocs
survenus pendant Pintervalle de temps [0,¢], Y3 > 0 le cotit du dommage occasionné par le k-éme choc.
On pose Yy = 0.
Ny
La quantité X; = Z Y. représente le cotit total des dommages occasionnés sur [0,¢]. Le systéme tombe

k=0
en panne dés que X; dépasse un seuil critique c¢; on note T l'instant ou le systéme tombe en panne. On

suppose que (IVi);cr+ est un processus de Poisson d’intensité A, que les Yy, k > 1, sont des v.a. i.i.d. de
moyenue u, d’écart-type o et de fonction caractéristique ¢, et qu’elles sont indépendantes de (Ny)icp+-
1. (a) Exprimer la fonction caractéristique de X; en fonction de ¢.
(b) En déduire E(X;) et var (X3).
2. On suppose que les v.a. Yy, k > 1, suivent la loi exponentielle de paramétre p.
(a) Calculer le MTBF E(T).
(b) Exprimer la fiabilité P(T > t) a ’aide d’une fonction de Bessel. On donne

o0

1 2n+k
nz:% AT ke D) (%) =Ix(z) =I1_k(x) et I =1Ip (fonction de Bessel modifiée).
IT — On considére & présent deux types de chocs dont les nombres respectifs sur [0,t], N1(t) et Na(t), sont

des processus de Poisson d’intensité A\ et Ao indépendants; ces chocs occasionnent sur la particule des
dommages de cotts respectifs Y}, 1 < j < Ni(t) et Z, 1 < k < Na(t). On pose Yy = 0 et Zy = 0. On
suppose que les v.a. Y;, j > 1 sont i.i.d. ainsi que les v.a. Zy, k > 1, et que les suites (Y;),;>1 et (Zx)k>1
sont indépendantes.

Ni(t) Na(t)
Les quantités X, (t) = Z Y; et Xo(t) = Z 7y, représentent respectivement les couts totaux des dom-
=0 k=0

mages diis aux chocs de type 1 et 2. On note @1 et s les fonctions caractéristiques de Y7 et Z7.
1. Exprimer la fonction caractéristique du nombre total de dommages X;(¢) + Xo(t) a aide de ¢; et
©2-

1 2
2. On pose ¢ = >\1+)\2<p1+ N
que 'on identifiera au moyen des v.a. Y7 et Y5. N,
3. Prouver alors que X (¢) + X2(¢) a méme loi que Z W, ou Wy =0, les via. Wi, I > 1, sont indépen-
1=0
dantes de méme loi que W, et (IV});cr+ est un processus de Poisson dont on précisera les paramétres,
indépendant de la suite (W;);>1.

III Application a un probléme de file d’attente. — A une station de taxis, on observe les arrivées de
taxis ainsi que les arrivées de clients respectivement modélisées par des processus de Poisson d’intensités
)\1 et )\2, (Xl(t))teR+ et (X2(t))te]R+- On pose Xt = Xl(t) — Xg(t)

1. Donner une interprétation de Xj;. N,
2. En s’inspirant de la partie précédente, écrire X; sous la forme Z Wiou Wy =0,lesv.a. Wi,1>1

3 2. Interpréter ¢ comme la fonction caractéristique d’une v.a. W
2

1=0
sont indépendantes suivant une loi de Bernoulli & valeurs dans {—1,1} et (N;);cgp+ st un processus
de Poisson dont on précisera les paramétres, indépendant de la suite (W;);>1.
3. Exprimer la loi de X; & ’aide d’une fonction de Bessel.



