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Exercice 1 (Topologie).

1. Déterminer rigoureusement si les ensembles suivants sont compacts, connexes par arc :

A = {(x, y) ∈ R2 | 0 < |x| < |y| < 1}
B = {(x, y, z) ∈ R3 | (x2 + y2 + z2 − 4)(x2 + y2 + z2 − 1) ≤ 0}

2. On pose G = {(x, x2)|x ∈ R}, le graphe de la fonction x 7→ x2. Soient a < b deux nombres
réels. Ecrire la définition d’un arc dans G qui joint le point (a, a2) au point (b, b2).

3. Soit (un)n∈N une suite convergente dans Rp (p ∈ N∗). On note l sa limite. Montrer que
l’ensemble {un | n ∈ N} ∪ {l} est compact.

Exercice 2 (Fonctions de classe C1).
Soient f1 et f2 les fonctions définies par

f1 : R2 −→ R

(x1, x2) 7−→
{

x1x3
2

x4
1+x2

2
si (x1, x2) 6= (0, 0)

0 si (x1, x2) = (0, 0)

f2 : R2 −→ R
(x1, x2) 7−→ sin(x1x2)

On définit alors
f : R2 −→ R2

(x1, x2) 7−→ (f1(x1, x2), f2(x1, x2))

Montrer que f ∈ C1(R2) et expliciter sa matrice jacobienne à tout point de R2.

Exercice 3 (Exemples de fonctions de plusieurs variables).
Soient f et g les fonctions suivantes :

f : R2 −→ R

(x, y) 7−→
{

x3+y3

x2+y2 si (x, y) 6= (0, 0)
0 si (x, y) = (0, 0)

;
g : R2 −→ R

(x, y) 7−→ sin(|xy|)

1. Tracer les lignes de niveau

{ (x, y) ∈ R2 | f (x, y) = 0 } , { (x, y) ∈ R2 | g(x, y) = 0 } , { (x, y) ∈ R2 | g(x, y) = 1 } .

2. Etudier la continuité de ces fonctions en (0, 0). Déterminer leurs dérivées partielles premières.

3. Vérifier si ces fonctions sont de classe C1(R2).


