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Exercice 1 (Exemples d’intégrales curvilignes).
Calculer les intégrales curvilignes dans les cas suivants, en parcourant les chemins dans le sens
positif, c’est-a-dire dans le sens inverse des aiguilles d’une montre :

1. f(z,y) = 2% + 9> et v est la frontiere du triangle de sommets (0, 0), (1,0) et (0, 1),
2. f(x,y) = 22 4+ y? et v est le cercle de centre (1,1) et de rayon 2.

3. f(x,y) = xy et v est le quart d’ellipse d’équation % + % = 1 situé dans le quart de plan
{(z,y) [z >0,y >0}

Exercice 2 (Courbes paramétrées : retour a la spirale logarithmique).
Nous reprenons la spirale logarithmique de la fiche 7 pour ’étudier avec plus de détails grace aux
nouvelles connaissances.

7:R—>R2

. R?
t — (e%cost,esint) . @eRy)

Répondre aux questions suivantes en définissant x(t) et y(t) comme les coordonnées respectives en
temps ¢.

Calculer les valeurs de t pour lesquelles () = 0. Résoudre la méme question pour y.
Déterminer la pente de la tangente aux valeurs de ¢ trouvées dans le point précédent.
Déterminer les valeurs de ¢ pour lesquelles la pente de la tangente s’annule.
Déterminer les valeurs de t pour lesquelles la pente de la tangente n’est pas définie.
Calculer la longueur de I'arc entre v(0) et y(?).

Montrer que ~(t) — (0,0) quand ¢t — —oo0.

Montrer que la longueur de 'arc entre 0 et ¢ a une limite finie quand t — —oo.
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Montrer que la tangente a la spirale logarithmique en tout point de celle-ci fait un angle
constant avec la droite joignant ce point a Iorigine.

Exercice 3 (Formes exactes, détermination de primitives).
Vérifier si les formes suivantes sont exactes dans lequel cas déterminer les primitives. Justifier
I'utilisation du théoreme de Poincaré.

1. w(z,y) = ydx + xdy;

w(z,y) = 322y + 22 + y*)dz + (2 + 3zy? — 2y)dy;
w(z,y) = cos(x)dx + sin(y)dy ;

w(z, y) = (y + D)z + (@ + D)dy;

w(z,y) = (x + y)dx + (z — y)dy.
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Exercice 4 (Formes exactes, détermination de primitives).
Trouver une fonction non nulle ¢ : R — R telle que la forme différentielle

w = ¢x)x+y+ Dydr + o)y + x)dy

soit exacte sur R%. Déterminer ensuite toutes ses primitives.

Exercice 5 (Intégration des formes différentielles).
Calculer les intégrales suivantes :

1.
/ xdr + zydy ,
.

ou vy est le quart de cercle de centre (0,0) et de rayon 1 joignant (1,0) a (0,1);

xr—y x+y
dr + dy ,
/7 22+ y? r? + y?

ou 7 est le cercle de centre (0,0) et de rayon R parcouru dans le sens positif;

/(y—z)dm b G-y + @y,
Yy

olt v est I'arc de I'hélice circulaire paramétrée par (r cos(t),rsin(t), ht), avec r,h € R fixés
et t € [0, 27].

Quelles conclusions pourrait-on tirer sur ’exactitude des formes ci-dessus ?

Exercice 6 (Green-Riemann).

Soit 7 : [a, b] — R? un arc de courbe de classe C! sur R?. Nous supposerons qu’elle soit fermée, en
d’autres termes y(a) = y(b), et non intersectante, pour t1,ts € [a,b], y(t1) = Y(t2) si et seulement si
t1 = to. Par hypothese, v limite un ouvert D qui est symétrique par rapport a (0,0) : (z,y) € D si
et seulement si (—zx, —y) € D. Démontrer que

/(cos(:zy) + 23y + eyde + (ze¥ +2y)dy = 0.
”

Exercice 7 (Green-Riemann).
Calculer f7 P(x,y)dx + Q(x, y)dy, avec pour (x,y) # (1,0),

ac(:(:—l)—i—y2
(z =12 +y?’

-y
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et Qz,y) =

et pour v une courbe fermée et non intersectante, de classe C! par morceaux sur R?, orientée
positivement et ne passant pas par (1,0). Discuter les différents cas possibles.



Exercice 8 (Green-Riemann).

Soit ’ensemble
22 2
D—{(w,y)eR2|4+9§1, x>0, yZO} )

1. Dessiner soigneusement D.

2. Calculer de deux facons différentes 'intégrale

I—//(x—y)dxdy
D

x = 2r cos(f)

(a) en utilisant le changement de variables : { Y = 3rsin()

(b) en utilisant la formule de Green-Riemann.

Exercice 9 (Courbes paramétrées, calcul d’aire).
Une cycloide est définie par la courbe paramétrée suivante :

v : R — R?
; xz(t) = a(t—sint) (t € R, a est une constante réelle strictement positive) .
y(t) = a(l —cost)
1. Représenter soigneusement une arche de la cycloide (¢ € [0, 27]).

2. Déterminer 'aire de la région limitée par une arche de la cycloide et ’axe des x.

Exercice 10 (Entrainement).
Déterminer l'aire limitée par la lemniscate de Bernoulli sur le plan cartésien. La formule en coor-

données polaires est
r = +/2cos(2t) .

Pour faciliter la compréhension et le calcul, commencer par dessiner soigneusement la lemniscate
sur le plan cartésien.



