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Exercice 1.
Déterminer si les ensembles suivants sont compacts, connexes par arc :

A={y) eR*|0< || <yl <1}

B={(x,y,2) €R® : (@®* + 9>+ 22 —4)@@® +y* + 22 - 1) <0}
C={(z,y) €R? : # Oetay <1}

Exercice 2.
Soit (un)nen une suite convergente dans R? (p € N*). On note [ sa limite. Montrer que ’ensemble
{un, :m € N} U{l} est compact.

Exercice 3.
Sur R? (p € N*) muni de la métrique euclidienne d on définit la distance entre deux sous-ensembles
non vides A et B de RP par la formule :

d(A, B) = inf{d(z,y) | z € A,y € B}.

1)

2)

3)

4) Montrer en trouvant un exemple que la conclusion du point (3) n’est pas vraie en général si
on remplace “A compact” par “A fermé”.

Pour z € R? fixé, montrer que 'application f: RP 3 y — f(y) = d(z,y) € R, est continue.
Si A = {z} et B est compact, montrer qu'’il existe y € B tel que f(y) = d({z}, B).
Si A est compact, B est fermé, et si A et B sont disjoints, montrer que d(4, B) > 0.
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Exercice 4.
Soit K une partie compacte non vide de R? et f : R? — RP une application continue telle que pour
tout x € K, f(z) # z. Montrer qu'il existe e € RY tel que d(f(x),z) > € pour tout = € K.

Exercice 5.
On considere les fonctions f : R? — R définies par

$3—|—3

o) = 4 g PO @ £ 0.0
0 pour (z,y) = (0,0)

f(@,y) = sin(|zy]) .

Discuter de la continuité de ces fonctions en (0,0) et calculer les dérivées partielles premieres.
Etablir si ces fonctions sont différentiables dans R?.



Exercice 6 (Compacité et continuité uniforme).
On considere la définition générale de la compactié :

Définition : Un sous-ensemble K de R™ est compact si et seulement si tout recouvrement de K par
des ouverts admet un sous-recouvrement fini.

Soit f : R™ — R une fonction continue, c’est-a-dire Vx € R™ et Ve > 0, il existe § > 0 (qui dépend de
x et €) tel que | f(y) — f(x)] < e quelque soit y € R™ avec ||z — y|| < §. Montrer que la restriction de
f & un sous-ensemble compact K de R™ défini une fonction fx uniformément continue, c’est-a-dire
Va € K et Ve > 0, il existe 0 > 0 (qui dépend uniquement de ¢) tel que | fx(y) — fx(z)| < € quelque
soit y € K avec ||z —y|| <.



