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Exercice 1.
Déterminer intérieur, la frontiére et l'adhérence des ensembles suivants (aucune justification
n’est demandée). Déterminer également s’ils sont ouverts, fermés, ni ouverts ni fermés, compacts,

connexes par arc, en justifiant bricvement votre réponse.
A={(x,y,2) R |0 < 2?2+ >+ 22 <1},
B={Z,1)CcR?|n,meNY},

C={z,yeR?|y>a?ety<1-—2a?}.

Réponse :

A n’est ni ouvert ni fermé ; n’est pas compact ; est cpa.
B n’est ni ouvert ni fermé; n’est pas compact ; n’est pas cpa.
C est fermé; n’est pas ouvert ; est compact ; est cpa.

Exercice 2.
Soit Uapplication f : R? — R dfinie par
22% + 3zy?
J@,y) = W

f0,0) =«

st (z,y) # (0,0)

1. Calculer la limite de f(x,y) en (0,0). Trouver la valeur de a pour laquelle la fonction f est
continue sur R2.

Réponse : La limite demandée dans la question peut se calculer en introduisant les coordonnées
polaires. On pose donc

xr = rcost
= rsint

et on obtient les égalités suivantes :

. 23 cosdt + 3rdcostsin?t
lim f(z,y) = lim 3
(z,y)—(0,0) r—0 r

= lir% (2 cos® t + 3 cossin’ 1)

r—

= 0

2. Désormais soit « = 0. Calculer la dérivée de f en (0,0) suivant le vecteur © = (cos 8, sin6) pour
0 € [0, 27].
Réponse : La dérivée de f en (0,0) suivant le vecteur ¥ = (cos@,sin ) est la valeur de la limite
suivante :
lim f(hcos@, hsin ) ~ ot (L
h—0 h h—0 \ h h?

= }llin%(Q cos® 0 + 3 cos O sin’ )

( 1 2h3cos® 0 + 3h3 cos 6 sin? 6>

= cos(0)(2 + sin® )



3. Trouver les dérivées partielles de f en (0,0). Calculer le gradient gradf(0,0).

Réponse : Calculons les dérivées partielles en utilisant la définition :

of|  _ S0~ £0.0
— = lim
ox ©0.0) h—0 h
. h3

= oy

= 2
of|  _ . O~ f©,0
—_— = 1m
8y (0,0) h—0 h

= s

=0

En conséquence, le gradient en (0, 0) est le vecteur (2, 0).

4. Veérifier si la formule liant la dérivée directionnelle et le gradient est vraie pour f en (0,0).

Réponse En (0,0), le produit scalaire du gradient et du vecteur directeur donne comme résultat
(2,0).(cos8,sinf) = 2cos b .

Cette valeur est égale & la limite calculée au point 2 si et seulement si cos(d)sin?(f) = 0. Cette
égalité n’est vraie que si 6 est un multiple entier de 7.

5. Déterminer le plus grand sous-ensemble de R? sur lequel la fonction f est de classe C'. Justifier
la réponse.

Réponse : En un point (x,y) # (0,0) application est de classe C*°. En effet, elle est le quotient de
deux polynomes en x et y telle que le quotient ne s’annule qu’en (0, 0). En (0, 0), la différence entre
les deux formules de dérivée directionnelle en (0, 0) (voir le point (4)) montre que 'application n’est
pas de classe C*°.

Exercice 3.
On considére Uapplication g : R? — R, définie par

g, ) =\Vy—22+/1-a2—y.

(1) Déterminer le plus grand sous-ensemble de R?, noté C, sur lequel g est bien définie. Représenter
graphiquement cet ensemble. On pourra s’inspirer de ’exercice 1 pour cette question.

Réponse : Il y a deux conditions a satisfaire :

y—xQZOETl—xQ—yZO.



Ainsi, le domaine de I'application g est
{(z, eR? |y—a?>0ET 1 —2? —y >0} .
(2) On note par T la frontiére de C. Calculer

min_g(z, et max g(z,y) ,
(M)Erg( Y) (I,y)erg( Y)

et déterminer en quel point (x,y) de I' ces valeurs sont atteintes.

Réponse : Il y a deux facons de décrire la frontiére I'. La premiére donne une réponse un peu plus
longue :

P:{(a;,y)G]R2 Dy =xa%et |x]§\2}U{(:c,y)eR2 cy=1-—2a2%et ]az\g\}?} .

Ainsi, sur la frontiere, g se réduit en une application d’une seule variable quelle que soit la parabole :

h(z) = gz, 2%) = gz, 1 — z?) = /1 — 222 .
La dérivée de h(x) est
—2z
V1—222"
et s’annule si et seulement si = 0. A cette valeur de x correspondent deux points sur la frontiere :
(0,0) et (0,1). Comme x décrit un intervalle borné et fermé, pour compléter la liste des points ou

W(zx) =

g peut atteindre ses valeurs extrémales sur I, il suffit d’y ajouter (i\%, %)

Les valeurs extrémales et les points ou elles sont atteintes découlent immédiatement de la liste
suivante :

g(0,0) = 1
90, 1)

() -

La deuxieme possibilité d’étude se base sur

|
—

1 1
I‘:{(:p,y)eR2 : y:xQetO§y§2}U{(m,y)€R2 : y:l—xQet2§y§1} .

Sur le premier ensemble g(x,y) = gi1(y) = /1 — 2y tandis que sur le deuxieme g(z,y) = g2(y) =
V2y — 1. Sur l'intervalle [0, %], g1 atteint son maximum et son minimum aux valeurs 0 et % res-
pectivement puisque g; est décroissante. Sur l'intervalle [%,1}, g2 atteint son minimum et son
maximum aux valeurs % et 1 respectivement parce que go est croissante. Les valeurs extrémales de
g et les points correspondants sont bien str les mémes que ceux déterminés dans la premiere réponse.

(8) Trowver les points critiques de g a lintérieur de C, et déterminer la valeur de g en ces points.



Réponse : Le calcul des dérivées partielles fournit :

dg 1 1

or _x<\/y—3;‘2+\/1—3;‘2—y>
a9 Lo,

dy 2y —a2 2y/1—a22—y

La dérivée par rapport a la premiere variable s’annule si et seulement si « = 0. La dérivée par
rapport a la deuxieme variable s’annule si et seulement si

Vy—a?=1-a22—y.

L’application racine t — /t étant bijective, ceci équivaut &

y—at=1-2>—y.

Dans ce cas, il n’existe qu’'une seule valeur possible pour c’est 1. En conséquence, il n’existe
’ ’ 2 ’

qu'un seul point critique a lintérieur de C' : (0, %) En ce point, ¢ atteint la valeur v/2.

(4) En déduire la valeur minimale et la valeur mazimale de g sur C.

Réponse : La valeur minimale de g sur C, évidente des le début, est 0. Les deux points précédents
montrent que la valeur maximale de g sur C est /2.

Réponse :

(5) Déterminer le développement de Taylor de g a l'ordre 1 au voisinage du point (%, %)
0

ht 22

(

11 11\ ay
Shhs+k) = g(=2 )+ P
g<2jL ’2+) g<2’2)+8x(;é) y

= 1-=2h+o(||(h, k)]

)k + o(|[(h, B[]

11
2°2

Exercice 4.
Question de cours

Réponse : Révisez vos notes de cours.



