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Exercice 1 (Ouvert / fermé, intérieur et frontière).
Etablir si les ensembles suivants sont ouverts et/ou fermés (ou bien ni ouverts ni fermés). Déterminer
également les points intérieurs de ces ensembles ainsi que leur frontière. Dans chacun des exemples,
faire un dessin représentant la région concernée.

un singleton dans R, une partie finie de R,
N (vu comme sous-ensemble de R),

⋃

n∈N∗ [0, 1 − 1

n
],

{(x, y, z) ∈ R
3 | z > 2}, {(x, y) ∈ R

2 | (x − 1)2 + y2 < 1 et (x − 1

2
)2 + y2 ≥ 1

16
},

{(x, y) ∈ R
2 | y = x2}, {(x, y) ∈ R

2 | 0 < |x| < |y| < 1},
⋃

n∈N∗{(x, y) ∈ R
2 | x2 +

(

y − 1

n

)2
≤ 1

4n2}.

Exercice 2.
1) Montrer que tout ensemble peut être muni d’une métrique. En déduire qu’il existe des espaces
métriques qui ne sont pas normés.

2) Soit d une mérique sur un ensemble E. Montrer que d′ définie pour tout x, y ∈ E par

d′(x, y) =
d(x, y)

1 + d(x, y)

est également une métrique sur E. Montrer également que cette métrique est strictement bornée
par 1, c’est-à-dire d′(x, y) < 1 quelque soit x, y ∈ E.

Exercice 3 (Normes équivalentes sur R
n).

On considère les trois applications de R
n vers R définies pour tout x = (x1, . . . , xn) ∈ R

n par :

‖x‖2 =

√

√

√

√

n
∑

j=1

x2

j , ‖x‖∞ = max
j=1,...,n

|xj|, ‖x‖1 =

n
∑

j=1

|xj|.

1. Vérifier que ces applications définissent des normes. Indication : Pour ‖ · ‖2, en vérifiant
l’inégalité triangulaire, vous pouvez utiliser sans preuve le lemme de Schwartz, à savoir : Si

n ∈ N
∗, (a1, . . . , an), (b1, . . . , bn) ∈ R

n, alors

|

n
∑

i=1

aibi| ≤

√

√

√

√

n
∑

i=1

a2

i

√

√

√

√

n
∑

i=1

b2

i

2. Dessiner la boule unité Bj dans R
n muni de la norme ‖ · ‖j pour j ∈ {2,∞, 1}, et montrer

que ces trois normes sont équivalentes.



Exercice 4 (Notion de voisinage).
Soit x un point de R

n. On dit qu’une fonction f vérifie une certaine propriété dans un voisinage

de x si cette propriété est satisfaite au moins dans un ensemble ouvert contenant x. Etablir si les
fonctions f : R → R suivantes sont positives dans un voisinage de l’origine :

f (x) =

{

sin(1/x), x 6= 0

1, x = 0
f (x) =

{

1

10
+ x sin(1/x), x 6= 0

1, x = 0.

Etablir si les fonctions f : R
2 → R suivantes sont définies dans un voisinage de l’origine :

f (x, y) =
√

x + y + 1, f (x, y) = ln ( sin(x2 + 1)).

Exercice 5 (Entrâınement).
1) Montrer que l’application suivante définit une norme sur l’espace vectoriel R

2 :

N : R
2 −→ R

(x, y) 7−→ |x + y| + |x|

2) Tracer la boule unité autour de l’origine par rapport à cette norme.


