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Maths IV, Analyse (Printemps 2011) — Fiche 2

Soit (xg, Vo) € R? un point arbitraire. Calculer, lorsque la limite existe,

f(x,y)

lim
(e,y)=(x0,¥0)
Pour la fonction suivante :
f: R? > R?
x? .
(o) > { S Sy 2(00)
0 si (x,y) =(0,0)

A chaque (x,v,) # (0,0), comme fest « construite » a partir des fonctions simples,

llm(x )= (%0,Y0) f,y)=f(x0,¥0) =

2_+_ Yo 2
l lim
M (x,)-(x0,50) f(x’ y) - (x,y)_l)r(go,yo) x2+ y2

(x,y)%(0,0)

On prend f(0,y) = 0 Vy€R

On prend f(x,0) = Vx€R
X,
(x, y)—>(0 O)f( y)
x=0
y#0
x? 1

On posey =X (x,yl)ILrEO,O) iy 2

Il n’y a pas de limites en ce point.
On peut poser

X=rcost

Y=rsint

Coordonnées polaires

Alors = (r cos O” = (cost)? carr€ ]R* donc pas de limite (car la limite dépend
x2+y2 (rcost)2+ (rsint)? +

det)

Déterminer les limites suivantes quand elles existent :
(a)
. xy
o limey)-0053752

On peut poser x=rcosty=rsint

li Xy =1 r’sin tcost —sint t= sin(2t)
M () (oy0) 323 52 = MM y)»(oye) — 2z - Sintcost=

donc pas de limite.

sin x

o limey)s00 =,
smx

=1

sin x
six=y alors llm(x 1)-(0,0) —— = limM(x 30,0
sin x

etsix=0ety=1alors llm(x 1)-(0,0) =0 ce n’est pas la méme limite donc pas de

limite.



: 1 1
im,)-0,0 X2+y2+1 0%+0%+1

° = lim M < lim M -
- (x¥)=(0,0) sz py2 = (xy)=(0,0) 22

li x3—y
® lm(x')/)—’(o,o) x2+2y2

lim,_o7(Jcos3¢t| + |sin3t] ) = 0.

In (x+y)

lim
(x,y)~>(1,0) (x+y)?-1
In (x+y) _ . In (1+w) _ .. ut+o(u) _ .. u 1

(x,yl)l—>(1,0) (x+1)2-1 450 uu+2)  u-0 u(u+2) u_r>r(1) u(u+2) = 2"

On pose x+y = 1+ u avec u 20

1
1, x3
x3y

y2

lim — lim —————=1lim |r cos?t|sin?t <
@)=(00) Lz iyzx—yl| = (x,y)-(0,0) ¥2+y2+[x-y| Jimy | | =

lim|r|= 0

r—0

e y=0 > lim(x'y)ﬁ(o'o) xV =1
y=01=%e

1
. —Inx
y:E hm(x,y)—>(0,0) elnx =1
x=>0"=>Inx > —
> y=>0

(b)

2
. xX°—
lim 4
(x.y)-(1,1) x=y

2 x%—x

=-1

. xXo—= .
On pose y=x lim —==I1im=—
Gey)=>(11) X=y= X2l X=X
X #

.0
y=x> = lim——=0

x-=1x—x

x#1

lim on pose x=1
(xy)-(1,-1) x-y?
xZ-y i 1-y . 1

lim = = - im _
(y)-(1,-1) x-y y->—11-y yo—11+y

y#-1 =>» pas de limite.
x%—y . r2cos?’t—r sint

m — = lim oo
(xy)—(0,0) x=¥*  (x,y)—(0,0) T cOst—r“sin’t

coordonnées polaires en général.
X—a=rcost
y—b=rsint

f,y)=2> |x| >+oo

° lim
[1e)][->+e0

ou ly| 2 +



xarctany _ . r costarctan(rsint)

(c) lim = i -
[lGe)l|o4e0 X HYHL |(x,)||>+00 '+l
=r— 400
. x%+y* . x%+y* ..
li 4—3/2 =+ 00 li 4—3]2 =0 pas de limite.
[l(xy)]|2400 X5FY [l(xp)]|2400 X°FY
x=0 y=0

lim (14 |x|+ |y])sin(y?)

[1Ge)][->+e0
On prend la norme| | | |1
TGV =(x) + (y)
Donc
+oosiyZzkm k€N
Lim= 0 siy’=km k€N

= Pas de limite.



