Maths IV, Analyse (Printemps 2011) — Fiche 2 (suite)
Exercice2 (Limites suivant divers chemins)

On définit f: R2-> R par : pour tout (x,y) € R?

_ x2y .
f(XrV) - x4— szy +3y2 Sl (X'V) # (010)
0 si (x,y) =(0,0)

1/ Etudier, pour tout m € R,la limite quand (x,y) = (0,0) de la restriction f a la droite d’équation

y = mx.
Posons y = mx.

. x%y . x3m
limy g 7—=—— =Ilim

x4-2x%y +3y% x50 x*— 2x3m +3(mx)?
x3m

4— 2x3m +3(mx)?

= lim f(x, mx) = 0.
X—0

Sim=0, anrsx = 0 pour toutx € R

Sim =0, alors

x3m xm

lim = lim 5————=0
x—0 x*=2x3m+3(mx)? x>0 x*-2xm +3m?
(x#0)

2/ Calculer la limite a 'origine de la restriction de f a la parabole d’équation y = x?
Posons y = x2.
x2y . x

limyg——2— =lim

4 I o
= _ = llIm —=-
x%—2x%y +3y? x—0 x*—2x%+3x* x50 2x* 2

3/ Montrer que f n’a pas de limite a 'origine.
On a trouver 2 limites différentes donc pas de limite en (0,0)

Exercice 3 :
Etudier la continuité sur R? des fonctions suivantes.
f: R? -> R
y -2
(xy) = { e x2 six#0
0 six=0

1*" Cas : Continuité en (xo,Yo) avec xqo # 0.
_n
Au voisinage de (xo,Yo), la fonction est définie par f(x,y) = %e x2

La fonction est « construite » par des fonctions simples.

y=2y y 21yl
X > x2 t>et

donc f est continue en (xo,Yo) = produit et composition de fonction continues.



2°™ Cas : Continuité en (0,b) avec b € R

Ons'intéressea  lim e x?
(x,y)—(0,b) X

Sib#z0
Onposet—m(x;atO)-)t@]R+

y Iyl + .
Alors e % = te” siy>0
X

-te™ si y<0
*
On peut supposert #0, donc t € ]R_I_
lim te =0 (b>0)
t—>+4o

lim —te *=0(b<0)
t—+o00

t9+oocaronaposét=|;—2|et lim Wy e

(xy)—-(0,0) x*
b= O

f(xy)

ly|
y=x2=> hmxle Z=e'#£0

f continue sur R\{(0,0)}.

lim
(xy)—(0,0)

f: R? > R
xy) = xy In |;C—/| sixy #0
0 sixy=0

1% cas : xy # 0 régles générales.

2°™ cas :

(0,0) ou (0,b) pour (x,y) € R? tel que xy # 0.

xy In |§| = xy(In|x| — In|y|) = xyln|x| — xyln|y|
En général,

lim tInt=0

t-0+

(x,y) = (0,0) (a#0)

1m x In
i (yinly|) =

=2 1lim=0-0=0

x In|x
(xy) (0) y(elnx]) =

Raisonnement symétrique pour la limite en (0,b) avecb 20
En (0,0); y(x In |x]) oux(y In |y])
Méme raisonnement = lim=0-0=0



f: R2 > R
(xy) = cos (x +y)  sixty20
ch(x+y) six+y<0

Xo+Yo#0

regles générales :

(Xry) 2> x+ y - cos
ch

Xo+Yo=0

On constate que

lim x+y=%x9+yo=0
xy)~(X0,y0)
On poset=x+y
Donc,

lim _cos(x,y) = limcost=1
(xy)~(X0,¥0) (x,7) t—0
et

(X.y)l}g(lo,yo) ch(x,y) = t11_>r51 cht=1



