Maths IV, Analyse (Printemps 2011) — Fiche 3

Exercice 1 : (continuité : suite)
(1.) Etudier la continuité des fonctions suivantes définies sur R2.
f: R? > R2.

eXv-1
xy) = { sixy#0

xy
X sixy=0

1% cas :
xy # 0 pas de probléme, on applique les regles générales, f est bien continue.
2°™ cas :
xy =0 on prend les couples (a,0), (0,b) et (0,0)
e (xy)>(a0) a#0

On donne le développement limité de e*¥ — 1

eV —1=1+x3y—1+o0(x?y)=x%y +o(xy).

onaalors:

Xy _1 . x2y

=limey)s@o % =

limzy)-@0 —

e (xy)2>(0b) b=0
x2 2
li e* V-1 —li x*y
M (5, )-(0,b) xy 1M (x,5)—(0,b) xy =X

e (xy)>(0,00 b=z0
2
. eX V-1 . x%y
limeey)-0,0 = =liMey-00 7, =%

Donc f est continue.

g: R? > R.
xy) > (x% 4+ 3x + 2)sin (E) siy#0
0 siy=0

1% cas :

yz0

2°™ cas :

y = 0 pour une certaine valeur x = a
(x? + 3x + 2)sin (g)

%+ 3x+2)=x+1D(x+2)

. . TC
limy y)(q,0)1%% + 3x + 2| sin (;) |

< lim(x_y)_)(a‘o)“xz +3x+2|=0 [Commentaire [WU1]: =f(a,0)

(a,0) az-1,-2
Pas de limite



yl_rg sm(y)
sin (g + km) =) 1sik est pair

-1 si k est impair.
k€Z

2

’;{=’f+ kr

12
y_%+k_2k+1

k> +0o0,sin

En suivant 2 chemins :

2 . )
(a, —2k+1) k pair > a?+a+1

2 . Ly a2
(a, —2k+1) k impair >-(a? + a +1)

sin(g + km)= J1 kpair
-1 k impair

Cas2:
f n’est pas continue en (a,0) si a#-1 ou -2

f: R? > R.
al al
) > [ hnemy S ) #(00)

0 si (x,y) = (0,0)

On voudrait |x|P1+|y|P? = u2 +v2
u2= x|t
v2 = |y|P?

201 201
Alors |x|*t = u b1 et |y|* = B2

201 201
u Bl pB2
o) =
On pose u=rcost.
@l ol zal 201
f{ )_r B1 B2'cos Bl ¢ sin B2 ¢
X/y - (I‘Z)Y

2 8Ly 2 201
f(x,y)=7" "B B2 ""cosBit sinB2t

al al
(€) On suppose a1 + 82 >y

al al
Alors Z(E + E) >0

ol ol 21 2al ol al
. 2(5+gs - e . T -
= lim |r (Bl B2 y)cos b1t sinb2t| < limr (31 B2 Y) =0
-0 =0

al al
(=>») On suppose a1 + ) <y



za1 201
On calcule alors lirr(l)cos BLt sinBzt
T

Les limites dépendent du choix de t, donc du choix d’un chemin particulier.
t=2>0
t=2> 20

4

al al
_C_E+E_Y<O

201 201
. cos Bl t sinB2 ¢
lim &Sm0

1 = , ¢ > 0. Pas limite
Tr—

Exercice 4 : (Calcul différentiel : premiers pas).
Définition de la différentiel en un point de R”
F:RP>R%eta€Rr’

p=9g=1
o flath) -f@) _ o
lim LSO _ 1)
. flath) - f(a) ’
Fem —_— =
jm “ B @) =0
lim [f(a+h)— fla)-f (a).h] -0
h-0 h

df(a) € L(R®,RY)
i W (@h) 7 @~ df @hilga

h-0 ||h||Rp

1. Etudier si les fonctions suivantes sont différentiables en (0,0) :
f: R? > R2.

) > [22 si (x+y) # (0,0)
X si (x+y) = (0,0)

Pour répondre a cette question, il set nécessaire de savoir
5f _ _ i FO+R0)-F(0,0) . 0-0 _
2 (0,0) = 61£(0,0) =1lim HERE O < jim 20 -

h-0 h
5f _ — qiry FOO+R) - £(0,0) _ 1o 0-0 _
3y (0,0) = 6,1(0,0) 1}}r_n}0 — l}:r_n)0 —=0

Si f est différentiable en (0,0), sa différentielle sera la matrice [0 0]
IF(0.0+(hs,h)=F(0,0)- dF (0.0) V]
(1 2)>(0,0) [t
3
I ~0-1001G )

= lim 4
(hq,h)—(0,0) Vhi?+hy?

3
= f}i?l(oo) [ha] Ihzl§=o
1h2)200) (424 p2)2
hy =rcost
h, =rsint



f: R? > R2.

(xy) {’;zf si (x+y) # (0,0)
0 si (x+y) = (0,0)

f a des dérivées partielles en (0,0) mais elle n’y est pas différentiable.
2. Montrer que la fonction suivante est de classe C* sur R? :

f: R? > R2.
(x,y) > cos(x+y) six+ty20
ch(x+y) six+y < 0.
1% cas :
Xo+VYo<O
5 5 5
é (Xo,Yo) = 5 chx+y) = sh (xo + yo) =5—§ (Xo,Yo)
2°™ cas
x+y=0
Sf o) = Jime L Xoth=x0)— f(X0.X0)
SX(XOI Xo) = lﬁl_'ﬂ)o h
r{in&rwbsinO:O
&in&_ @ =sh0=0



