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Exercice 1 (Green-Riemann).
Soit I’ensemble

:112 y2
D={(x,y)€R2|4+9§1,x20,y20} )

Calculer de deux facons différentes l'intégrale

I://(x—y)dxdy
D

x = 2r cos(8)

1. en utilisant le changement de variables : { y = 3rsin()

2. en utilisant la formule de Green-Riemann.

Exercice 2 (Green-Riemann, calcul d’aire).

1. Une cycloide est définie par la courbe paramétrée suivante :

v : R — R?

a(t —sint) (t € R, a est une constante réelle strictement positive) .

PN x(t)
yt) = a(l —cost)

(a) Représenter soigneusement une arche de la cycloide (¢ € [0, 27]).
(b) Déterminer 'aire de la région limitée par une arche de la cycloide et I'axe des z.

2. Déterminer I’aire limitée par la lemniscate de Bernoulli sur le plan cartésien. La formule en

coordonnées polaires est
r = 1/2cos(2t) .

Pour faciliter la compréhension et le calcul, commencer par dessiner soigneusement la lem-
niscate sur le plan cartésien.

Exercice 3 (Intégrales de surface).
Calculer I'intégrale

/(x2+z2)dy/\ dz + (y—2) dzA dz — 2zxzdx A dy
)

ot ¥ est le bord de D = {(z,y,2) € R® | 4> + 22 < R?, —a<x<a}.



Exercice 4 (Intégrales de surface et le théoréme de Stokes).
On définit

w=W—2x dyndz + z—2)yy dzA dx + (x—y)z de A dy .

sur ¥ = {(z,y,2) € R® | 2%2/a? +4?/b> =1, 2>0, y >0, 0 < z < ¢} orienté par la normale
extérieure au cylindre.

1. Vérifier que dw = 0.

2. Trouver une primitive de w de la forme f(x,y, 2)( dz + dy + dz) telle que % = —yz.

3. En déduire que 'intégrale de w sur ¥ est abe(b — a)/3.

Exercice 5 (Green-Riemann, quand peut-on ’appliquer ? ).
Calculer fr P(z,y) dz + Q(x,y) dy, avec pour (z,y) # (1,0),

$($—1)+y2
(z =12 +y*’

—Y

P ey

et Q(wa Z'J) =
et pour I' une courbe fermée et non intersectante de R?, de classe C' par morceaux, orientée
positivement et ne passant pas par (1,0). Discuter les différents cas possibles.

Exercice 6 (Entrainement).

Soit T' une courbe fermée et non intersectante dans R? de classe C' dont le domaine intérieur D est
symétrique par rapport a (0,0), c’est-a-dire (x,y) € D si et seulement si (—zx, —y) € D. Démontrer
que

/(cos(:ry) + 23y +e¥)de + (ze? +zy®) dy =0 .
r



