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Exercice 1 (Différentiabilité, simples exemples de différentielles).
Commencons par le rappel de la définition de la différentiabilité :

Définition : (Différentiabilité en un point) Soient p,q € N*, U C RP un ouvert, f une fonction
de RP wvers R? définie sur U, et a € U. La fonction f est dite différentiable en a s’l existe une
application linéaire notée df (a) € LIRP,RY) telle que
I |f(z) — f(a) — df(a)(@ — a)||ra
im

—a |z — al|rw

en d’autres termes, s’il existe L € L(RP,RY) telle que

1f(@) = f(a) = df(a)(@ — a)|| = of|[z — al]) ,

soit encore

[[f(a+ h) — f(a) — df (@)(R)|| = o(||h]]) -
L’application linéaire df (a) est dite la différentielle de f en a.

La fonction f est dite différentiable sur U si elle est différentiable en tout point de U. On note sa
différentielle
df : U — L(RP RY
a +— df(a) .

(Pour d’autres notations, voir les notes de cours.)

Déterminer sur quels points de son domaine la fonction f est différentiable, et sa différentielle en
ces points en explicitant sa matrice jacobienne :

1.
f: RP — RP f: RRP — RY

ou A est une matrice ¢ X p ;
T — T r +— Az

f . RP — RY f i RRxR — RP f : RxR — R

ouc € R?;
r > c ’ (z,y) — z+y (x,y) +— 2y ;

)

2. f est une fonction d’une seule variable & valeurs vectorielles

f: R — RP
r — (fi@),..., fp@)

avec les f; qui sont des fonctions a valeurs réelles et dérivables sur R.



Exercice 2 (La différentielle du produit scalaire).
Dans cet exercice, nous considérons le produit scalaire. En particulier, nous généraliserons la dis-
cussion de la fonction produit de I'exercice 1.1.

On fixe p € N* et on définit
B : RPxRF — R
(r,y)  +— B,y =zy=37_ 2y
ouz = (x1,...,Tp) et y = (y1,...,yp). Montrer que la différentielle de B au point (z,y) est donnée
par application linéaire suivante :

dB : RPxRP — R
(z,y) — dB(z,y)(h, k) =x.k+y.h .

Exercice 3 (Projetons).
Soit p € N*. Pour chaque i € {1,...,p}, on définit la projection
m . RP — R
(T1y ey Ty ooy p) Xy
1. Montrer que 7; est une application différentiable. Déterminer sa différentielle.

2. La différentielle de m; a une notation particuliere : dz;. Montrer qu’en tout point a € RP, le
systeme (dz1(a), . .., dxp(a)) forme une base pour “I'espace tangent”, soit encore pour ’espace
vectoriel L(RP, R).

3. (Coin culture) Faire le lien avec MATH IV Algebre.

Exercice 4 (Composons).
I. On définit les deux fonctions suivantes :
f @ R3 — R? g : R? — R3
(,y,2) — @>4+y>+222,22—y% (u,v) +—  (Vu, Vu?+ 302, Vo +2) .

1. Déterminer les domaines Dy et Dy de f et de g respectivement. En déduire le domaine de
f o g, noté ci-apreés Dyog.

2. Déterminer les plus grandes parties de Dy et de D, sur lesquelles f et g sont différentiables.
Ecrire leurs matrices jacobiennes.

3. Déterminer la plus grande partie de Dy, ou f o g est différentiable. Ecrire sa matrice jaco-
bienne.

II. Soit f: R — R, une fonction dérivable en tout point de R. On pose A(u,v) = f(sinu + cosv).
Montrer que

h
—(u,v) sinv + 8—(u,v) cosu = 0 .

ou ov

ITI. (entrainement) Soient y : R2 — R, 2 : R — R et f : R® — R deux fonctions
différentiables en tous les points de R?, R et R? respectivement. On pose h(z) = f(z, y(z, 2(x)), 2(z)).
Vérifier I'identité suivante :

W) = oif(x,y(z,2(2)), 2(x) +
02 f(z, y(x, 2(2)), 2(2)) [O1y(z, 2(2)) + ay(z, 2()) ()] +
03 f(z, y(z, 2(x)), 2(2)) 2'(x) .



