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Exercice 1 (Quelques différentielles supplémentaires).
Soit f : R2 −→ R une fonction différentiable en tout point de R2. On définit en utilisant f , les
fonctions u : R −→ R et v : R2 −→ R : u(x) = f (x,−x) et v(x, y) = f (y, x). Déterminer leurs
différentielles.

Exercice 2 (Les matrices carrées forment un espace normé).
On fixe n ∈ N∗ et on considère la fonction suivante :

t : Mn(R) −→ R
A 7−→ tr(A) .

Vérifier que cette application est différentiable et déterminer sa différentielle.

Exercice 3 (Coordonnées polaires, sphériques).
1. On définit la fonction

P : R∗+×]− π, π[ −→ R2 \ {(x, 0) | x ∈ R∗− }
(r, t) 7−→ (r cos t, r sin t) .

Vérifier que c’est une fonction différentiable et déterminer sa différentielle.

2. Voici le changement de variables en utilisant les coordonnées sphériques :

S : R∗+×]0, π[×]0, 2π[ −→ R3 \ {(x, 0, z) | x ∈ R+}
(ρ, φ, θ) 7−→ (ρ sin(φ) cos(θ), ρ sin(φ) sin(θ), ρ cos(φ)) .

Vérifier que c’est une fonction différentiable et déterminer sa différentielle.

Exercice 4 (Prolongeable, différentiable ?).
On étudiera la fonction suivante :

f : R2 \ {(0, 0)} −→ R
(x, y) 7−→ |xy|a

x2+y2 .

1. Pour quelles valeurs de a, la fonction f se prolonge-t-elle par continuité en (0, 0) ?

2. Dans le cas où f se prolonge par continuité en (0, 0), pour quelles valeurs de a la fonction
ainsi obtenue est-elle de classe C1 sur R2 ?

3. Dans le cas où f se prolonge par continuité en (0, 0), pour quelles valeurs de a la fonction
ainsi obtenue est-elle différentiable sur R2 ?



Exercice 5 (Dérivées supérieures).
Soit f : R2 −→ R une fonction de classe C2 sur R2 vérifiant f (x, y) = −f (y, x) pour tout (x, y) ∈ R2.
Montrer que pour tout x ∈ R,

∂11f (x, x) + ∂22f (x, x) = 0 et que ∂12f (x, x) = 0 .

Exercice 6 (Dérivées partielles et différentielles (entrâınement)).
On définit la fonction suivante :

f : R2 −→ R

(x, y) 7−→
{

x2 si |x| > y
y2 si |x| ≤ y

.

1. Etudier la continuité de la fonction f .

2. Etudier l’existence et la continuité des dérivées partielles premières de f .

3. Déterminer la différentielle de f en tout point où celle-ci est différentiable.


