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Exercice 1 (Composons).
I. On définit les deux fonctions suivantes :
[ R® — R? g R — RS
(LU, Y, Z) — (.’E2 + y2 + 2227 172 - y2) ' (U, /U) — (\/’lj, \/u2 + 37}27 \/U + 2) .

1. Déterminer les domaines Dy et Dy de f et de g respectivement. En déduire le domaine de
f o g, noté ci-aprés Dyog.

2. Déterminer les plus grandes parties de Dy et de D, sur lesquelles f et g sont différentiables.
Ecrire leurs Jacobiens.

3. Déterminer la plus grande partie de Dyf.4 ot f o g est différentiable. Ecrire son Jacobien.

II. Soit f: R — R, une fonction dérivable en tout point de R. On pose h(u,v) = f(sinu + cosv).
Montrer que

h h
6—(u,v) sinv + a—(u,v) cosu = 0 .

ou ov

ITI. (Entrainement) Soient y : R2 — R, 2z : R — R et f : R — R deux fonctions
différentiables en tous les points de R?, R et R? respectivement. On pose h(z) = f(z, y(z, 2(x)), 2(z)).
Vérifier I'identité suivante :

W) = oif(x,y(z,2(2)), 2(x) +
D2 f(,y(x, 2(x)), 2(2)) [O1y(z, 2(2)) + ay(x, 2(x)) 2'(2)] +
D3 f(x, y(x, 2(2)), 2(x)) 2'(x) .

Exercice 2 (Différentielles d’ordre supérieures).
On définit :
P : Rix]0,2n] — R?
(r,1) —— (rcost,rsint) .
Soit maintenant f : R? — R une fonction de classe C? en tout point de R?. On pose F = f o P.
Déterminer les dérivées partielles secondes de F.

Exercice 3 (Formule de Taylor).

1. Vérifier que les fonctions suivantes sont de classe C? sur leurs domaines de définition, ensuite
déterminer leurs formules de Taylor aux voisinages des points données :

f : R? — R g . R? — R
@y — actan (32) @9 — i
en (0,0) en (2,2)
h . R2 — R k ;. R2 — R
(r,y) = e'sin(x+y) ; (r,y) —— Y

en (0, 5 en (1,0)



2. Déterminer le polynome de Taylor d’ordre 3 en (1, 1) de la fonction définie par

fx,y)=xlny —ylnzx .

Exercice 4 (Extréma locaux/globaux).

Soit f : R? — R la fonction définie par f(x,y) = 223 + 6zy — 3y% + 2 pour tout (z,y) € R2.
1. Déterminer les extréma locaux de la fonction f.
2. La fonction f possede-t-elle des extréma globaux sur R? ?

3. Représenter le segment de droite L défini par
L={(xyeR?| —2<x<0, y=x+1}

et déterminer les extréma globaux de la restriction de f a L en précisant en quels points de
L ils sont atteints.

Exercice 5 (Extréma locaux/globaux).
Soit f : R? — R Iapplication définie par f(z,y) = 222 4 2y + 22y% — 2* — y* pour tout (z,y) € R

1. Déterminer les extréma locaux de f.

103 4 : - 2 _rt o~ 2 2 2 o
: ) ) —_ — .
2. A Tl'aide des coordonnées polaires, vérifier que f(x,y) < 2r T our z* 4+ y*. En déduire
que f(z,y) < 4.
3. Trouver le maximum global de f et les points ou il est atteint.

4. Y a-t-il un minimum global ?

Exercice 6 (Extréma sur un compact).
Déterminer la borne supérieure de la fonction ¢ : R> — R définie par

g(@,y) = 3y — 32% — y°
sur le compact K = [—1,1] x [-1,1].

Exercice 7 (Extréma liés, multiplicateurs de Lagrange).

(1) Soient s € R% et D = {(x1,...,2,) € R | 1 + ... + 2z, = s}. Soit f: RL)" — Ry la
fonction définie par f(z1,...,%,) = x1...Z,. En utilisant les multiplicateurs de Lagrange, trouver
la valeur maximale atteinte par f sur I’ensemble D.

r1+...4+Tp .

(2) En déduire que, pour tous x1,...,z, € R, on a l'inégalité : (z... xn)% < -

Exercice 8 (Extréma liés, entrainement).

On définit la fonction
h : R? — R

(x,y) > @HDT
1. Déterminer les points critiques de la fonction h ainsi que la nature de ces points.
2. On considéere le domaines D de R? défini par la relation

.%‘2 2
D={@@6N19+%§%

Montrer que le cercle de centre (0,0) et de rayon 2 est inclus dans D, puis déterminer les extréma
de h sur le domaine D.



