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Exercice 1 (Intégration et dérivation).

1. Déterminer I'ensemble des fonctions f : R* — R de classe C! telles que 'on ait, pour tout
($7 y7 z) 6 Rd?
of 2

'l _ 2
I (z,y,2) x .

+ sin@+y) + ay® — y
2. Montrer que deux telles fonctions f et g vérifient, pour tout (y, z) € R? et tout (a,b) € R?,

f(b7y7 Z) - f(aa Y, Z) = g(b7y7 Z) - g(a7 Y, Z) .

Exercice 2 (Intégrales doubles et Fubini).
Calculer les intégrales suivantes :

/ / (x —y) dz dy , D étant le domaine compact de R? délimité
D

par les courbes d’équations respectives x =0, y=x+2, et y = —x ;

// zcos(y) dz dy, ou D= {(z,9) € R?| 0 <z <sin(y), 0 <y < m/2};
D

//wy de dy, ou D = {(z,y) e R} 2>+ > <1, 2 +V3y <1} .
D

Expliciter chaque usage du théoreme de Fubini.

Exercice 3 (Intégrales triples et Fubini).
Calculer les intégrales suivantes :

///xyz dz dy dz, on D= {(z,y,2) €eR3| >0, y >0, 2> +y* +22 <1} ;
D

/// 2y dr dy dz, ou D = {(z,y,2) eR}|0<y<1—2?, |z +y+2 <1}
D

/// Y dr dy dz, ou D= {(z,y,2) R} 2>0,y>0,2>0, c+y+2<1}.
D

Expliciter chaque usage du théoreme de Fubini.

Exercice 4 (Changement de variables).

1. Soit @ > 1 et b > 1. Calculer laire de la région compacte de R? délimitée par les courbes
d’équations respectives

y=ar,y=xz/a, y=>b/x ,y=1/bx .



2. Calculer 'intégrale suivante :
//(x—l—y) dz dy, on D ={(z,y) e R} 2> +4°> <5, z+y+3>0}.
D
Indication : utiliser une rotation.

2 2
¢ +y
///L)x2+y2—|—z2 dr dy dz

ou D est 'ensemble des points intérieurs a la sphere de centre (0,0,0) et de rayon 1, et
extérieurs au cone de révolution autour de 'axe des z (troisieme coordonnée) et d’angle 7 /3.

3. Calculer 'intégrale

4. Soit R > 0et 0 < R' < R. Calculer le volume du domaine compact D de R3, délimité par une
spheére de rayon R et un cylindre de révolution de rayon R’ > 0 ayant pour axe un diametre
de la sphere, et contenant le centre de la sphere.

5. (Entrainement) Soit (a, b, c) € R3. Calculer l'intégrale

// (ax + by + c2)? dz dy dz,
D

ou D est la boule de centre (0,0,0) et de rayon 1.

Exercice 5 (Sans Fubini).
Montrer que les intégrales suivantes ne sont pas égales :

1 1 .2 2 1 1,2 2
rm -y T4 —y
— dx} dy / [ — dy] dz ,
/0 [ o (@2 +y?)? o LJo @ +y?)?
et expliquer pourquoi le théoreme de Fubini n’est pas applicable.

Indication : commencer par calculer les dérivées

g L t 7d( t ())
al‘ I‘2+y2 € Az arctan(xr .



