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TD5 : Polyndmes symétriques. Anneaux factoriels

Exercice 1 Soit A[X1,---,X,] Panneau de polynomes en Xi,--- , X, a coefficients dans
un anneau intégre A. Le groupe symétrique &,, agit de maniére naturelle sur A[ Xy, -+, X,,].
On désigne par A[X;,---,X,]® I'anneau des polynéomes symétriques (c.a.d. invariants
pour l'action de &,,) et par s1,--- , s, les polynémes symétriques élémentaires.
Cet exercice suggére une méthode pratique pour présenter un polynome f € A[Xy, -, X,,]®"
comme f = g(s1, -+ ,8,), ol g est un polyndéme en n variables a coefficients dans A.
1. Introduisons I"ordre lexicographique sur ensemble des monomes : XiXe. .. Xin >
X7 X2 Xinglilexiste 1 <k <ntelquei;—j; =0, ,ip_1—Jjr_1 = 0,5 —jg > 0.
Si f € A[Xy, -+, X,], le monéme maximal parmi les monémes qui participent a

Pexpression de f comme une combinaison linéaire de mondémes & coefficients non-
nuls est dite dominant pour f. Montrer que si u et v sont les monémes dominants
pour les polynomes f et g, respectivement, alors uv est le monéme dominant pour

fg.
2. Soit u = X{'X2 ... Xm et H= {0 €&, :0u=u}. On écrit

S(u) = Z ou,

ou R est un ensemble de représentants des classes d’équivalence a gauche &,,/ H. Mon-
trer que S(u) = S(ug), out ug est un mondéme monotone, c.a.d. ug = X' X5 -+ X'»

avec i, > 19 > --- > i, > 0. De plus, ugp coincide avec le moné6me dominant pour
S(u).
3. Montrer que chaque f € A[X;, -+, X,]®" se represent uniquement sous la forme
m
f=>aiS(u),
i=1

ou a; € A\ {0} et u; sont des monoémes monotones.

4. Soit u = X' X3? - -+ X’ un mon6éme monotone. On pose

Z'nfl_in in
n—1 Sp -

g = siTizginTia g

Montrer que u est le monoéme dominant pour g,. (Indication : voir 1.) En déduire
que S(u) se représente uniquement sous la forme

S(“) = Gu Tt Z b G, (1)

wEMu

ou b, € A et M, est I'ensemble des monémes monotones w = X{ng2 <o XIn tels
que u > w et j; 4+ Gy =11+ iy,



Exercice 2 En utilisant ’exercice 1 exprimer les polynomes suivants en fonction des po-
lynomes symétriques élémentaires. (Remarque : Pour trouver b, dans la formule (1) on
applique la méthode des coefficients indéterminés.)

(a) S(X}) e Z[Xy, -, X,];
(b) X2X5 + X1 X2+ X2X5 4+ X1X2 + X2X3 + X, X2 € Z[X1, Xo, X3];
(¢) X{+ X3+ X4 — X2X2 — X2X2 — X2X2 € Z[X,, X,, X3).

Exercice 3 Soit f(X) = X"+ @ X" '+ -+ a, € C[X]. Rappelons que f(X) = (X —

a)(X —ag) -+ (X —ay), ot les nombres complexes aq, ag, -« - + , o, sont les racines de f. Soit
h € A[X1,-,X,]%, ot A est un sous-anneau de C (examples : A = Z, Z[v2], Q, R).
Montrer que si h € A[Xy, -+, X,]® alors h(ay, g, - ,a,) € A). (Indications : Utiliser
les formules de Viéte : a; = (—1)'s;(a1, g, -+, ), 1 <i < n.)

Exercice 4 1. Trouver la somme des carrés des racines du polynome 3X° — X34+ X +2.

2. Trouver a% + aiz + a%, + a%l, oll oy, 1 < i < 4, sont les racines du polynome X* — X? —
X -1

Exercice 5 Trouver le polyndéme de degré trois dont les racines sont :
(a) les cubes des racines complexes du polynomes X — X —1;

(b) les quatriémes degrés des racines complexes du polynomes 2X3 — X2 4 2,

Exercice 6 Soit A un anneau principal. Montrer que si I est un idéal premier et I # {0}
alors I est maximal et engendré par un élément irreductible.

Exercice 7 Dans un anneau factoriel montrer qu’un élément a est irréductible si et seule-
ment si I'idéal engendré par a est premier.

Exercice 8 Pour A un anneau intégre, montrer que A[X] est principal si et seulement si
A est un corps. En particulier, on obtient que Z[X] n’est pas principal.

Exercice 9 Montrer que Z est intégralement clos. (Un anneau intégre A est intégralement
clos si chaque élément « appartenant a son corps de fractions K et étant racine d’un
polynome X" +a; X" 1 +-..+a, € A[X], appartient & A). A quel type d’anneaux peut-on
généraliser ce résultat ?

Exercice 10 Soit A un anneau commutatif. Montrez que les conditions suivantes sont
équivalentes :



1. Chaque idéal de A est de type fini;
2. Chaque suite croissante des idéaux de A est finie.

3. Chaque ensemble non-vide des idéaux de A contient un élément maximal par inclu-
sion.

Un anneau avec les conditions ci-dessus s’appelle anneau noethérien.

Exercice 11 Soit A un anneau intégre et noethérien. On suppose que chaque idéal maxi-
mal de A est principal. Montrez que :

1. A est factoriel ;
2. A est principal.(Indication : utiliser 1.)

Exercice 12 (Anneau des entiers quadratiques) Si A est un sous-anneau de C et
a € Con note Ala] = {f(a) : f € A[X]}. Il est facile de voir que A[a] est un anneau. Soit
d un nombre entier sans facteur carré.

1. Montrer que Q[v/d] est un corps contenant Q et Q[v/d] = Q + Qv/d. En particulier,
dimg Q[v/d] = 2.

2. Un nombre o € Q[Vd] est dit entier si Z[a] est un Z-module de type fini. Soit
Og4 'ensemble des tous nombres entiers dans Q[v/d]. Montrer que Oy est un sous-
anneau de Q[vV/d] (appelé anneau des entiers quadratiques). (Indication : Rappelons
que chaque sous-module d’un Z-module de type fine est de type fini.)

3. Pour @ = a + bvd € Q[Vd] on note N(a) = a®> — b*d = (a + bV/d)(a — bVd) et
T(a) = 2a.

(a) Montrer que Iapplication ~ : Q[vd] — Q[Vd],a 4+ bV/d — a — bV/d, est un
automorphisme de corps.

(b) Montrer que I'application N : Q(v/d)* — Q*, @ — N(a), est un homomor-
phisme de groupes.

(c) Montrer que « est une racine du polynome f,(X) = X2—T(a) X +N(a) € Q[X].

(d) Montrer que o € Oy si et seulement si f,(X) € Z[X]. (Indication : Si v € O\ Z
alors « est une racine d’un polynome g(z) = 2" + a1z ' + ... + a, € Z[z]. On
voit facilement que f, divise g dans Q[X]. Maintenant en utilisant le lemme de
Gauss on montre que f, € Z[X].)

(e) Montrer que Oy = Z[w], ol w = %& sid=1(mod4)etw=+Vdsid=2 ou
3(mod 4).
(f) Montrer que o € Oy est dans O} si et seulement si N(«) = £1. En déduire que
O3 est infini.
4. On considére le cas d = —5.

(a) Montrer que les nombres 3,7,1+2y/—5 et 1 —2/—5 sont irréductibles, deux a
deux non-associés et non-premiers. (Indication : 21 = 3.7 = (1 + 2v/=5)(1 — 2/—5).)

(b) Déduire de (a) que 'anneau O_s5 n’est pas factoriel.



Exercice 13 Montrer que Z[i] est un anneau euclidien.

Exercice 14 Soit A un anneau commutatif euclidien. Montrer qu’il existe un élément x
de A non inversible tel que, en notant 7 la projection A — A/(x), m|axuqo} est surjective
(o A* est ’ensemble des inversibles de A).

Exercice 15 Soit A = Z[11),

1.
2.
3.

2
Trouver A*.

En déduire que A n’est pas euclidien.

Montrer que A est quasi-euclidien c.a.d. si a € A et b € A\ {0} alors il existe des
éléments ¢ et r dans A tels que a = bg+1r ou2a =bg+ 7 et r =0 ou N(r) < N(b).

Montrer que A = Z[t]/(t* —t+5). En déduire que I'idéal engendré par 2 est maximal
dans A.

Montrer que A est principal.

Exercice 16 Soit A un anneau factoriel et £ son corps des fractions.

1.

2.

Si P est un polynome irréductible de A[X] montrer qu'il est encore irréductible dans
k[X]. La réciproque est-elle vraie ?

Montrer que le polynome X?+Y?+1 est irréductible dans k[X, Y] dés que car (k) # 2.

Exercice 17 Soit A = C[X,Y]/(X? —Y3)

1.
2.
3.

Montrer que A est intégre en exhibant un morphisme injectif ¢ : A — C[T.
Déterminez le corps des fractions de A.

Montrer que A n’est pas intégralement clos. L’anneau A est-il factoriel 7

Exercice 18

1.

Soit P € C[X,Y] un polynoéme, montrer que l'idéal (P) n’est pas maximal dans
C[X,Y].

Soient A, B € C[X,Y], B # 0, montrer qu'’il existe @, R € C[X,Y] et P € C[X] avec
degy (R) < degy (B) tels que P(X)A(X,Y) = B(X,Y)Q(X,Y) + R(X,Y).

Soit M un idéal premier non principal de C[X, Y], montrer qu’il existe a,b € C tels
que M = (X —a,Y —b).

En déduire la liste des idéaux premiers de C[X,Y].

5. Pour un polynome P € C[X,Y] trouver la liste des idéaux premiers de C[X,Y]

contenants P.



