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TD5 : Groupes abéliens et modules
sur des anneaux principaux

Exercice 1
1. Soit G un groupe abélien de type �ni, montrer que si G n'a pas d'éléments d'ordre

�ni alors G est libre (comme Z module).
2. Le groupe abélien (Q, +) est-il un Z module libre, avec ou sans torsion, de type �ni ?
3. Montrer que (Q×,×) est isomorphe au groupe additif des polynômes à coe�ciants

entiers. En déduire que c'est un groupe abélien libre (i.e. un Z module libre).

Exercice 2 Trouver les facteurs invariants du groupe G = Z72 ⊕ Z84. Est-ce que G ∼=
Z36 ⊕ Z168 ?

Exercice 3 Classi�er à isomorphisme près les groupes abéliens d'ordre 16, puis ceux
d'ordre 36.

Exercice 4 Montrer que si A et B sont des groupes abéliens �nis et A⊕A ∼= B⊕B alors
A ∼= B.

Exercice 5 Soit M un Z-module libre avec une base {e1, e2, e3}. On considère le sous-
module : U =< 3e1 − 12e2 + 10e3,−12e1 + 64e2 − 60e3, 10e1 − 60e2 + 60e3 >Z⊂ M .
Trouver les invariants de U et montrer que M/U ∼= Z/4Z ⊕ Z/20Z. (Indication : utiliser
des transformations élémentaires pour transformer la matrice des coe�cients des vecteurs
engendrant U .)

Exercice 6 Soit ϕ : Zn → Zn un morphisme de groupes. Montrer que si ϕ est surjectif, il
est alors injectif.

Exercice 7 Soient A et B deux groupe abéliens. Hom(A, B) l'ensemble des morphismes
de A dans B.

1. Véri�er que Hom(A,B) a une structure de groupe abélien.
2. Montrer que Hom(Z/mZ, A) ∼= A[m] = {a ∈ A,ma = 0}.
3. Montrer que Hom(Z/mZ,Z/nZ) ∼= Z/dZ où d = pgcd(n,m).
4. Montrer que Hom(Z/mZ,Z) = 0.
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5. Montrer que Hom(Z,Z/mZ) ∼= Z/mZ.
6. Si A1, · · · , Ak et B1, · · · , Bl sont des groupes abéliens alors prouver que

Hom(A,⊕l
j=1Bj) ∼= ⊕l

j=1 Hom(A, Bj) et que Hom(⊕k
i=1Ai, B) ∼= ⊕k

i=1 Hom(Ai, B).
7. Si A = Z/2Z⊕Z/6Z⊕Z/15Z⊕Z et B = Z/2Z⊕Z/8Z⊕Z/3Z trouver les facteurs

invariants de Hom(A,B).

Exercice 8 Soit n ∈ N, A un anneau principal, et M et N deux sous modules de A-module
An. Montrer qu'un automorphisme de An envoyant M sur N existe si et seulement si M
et N ont les mêmes facteurs invariants.

Exercice 9 (Généralization de l'exercice 12 de la �che 5 ) Soient F ⊂ K une extension
�nie de corps et ϕ : K → EndF(K), où ϕ(x)y = xy.

1. Montrer que ϕ est un morphism injectif des anneaux.
2. Pour x ∈ K on dé�nit la trace T (x) (respectivement, la reduced norme N(x)) de x

comme la trace (respectivement, le déterminant) de l'opérateur linéaire ϕ(x). Montrer
que T : (K, +) → (F, +) et T : K∗ → F ∗ sont morphisms de groupes.

3. Montrer que < x, y >= T (xy), où x et y ∈ K, est une forme bilinéaire, symétrique
et non-dégénérée sur le F -espace vectoriel K.

4. Soit L un corps tel que F ⊂ L ⊂ K. Montrer que si α1, . . . , αn est une base
de F -espace vectoriel L et β1, . . . , βm est une base de L-espace vectoriel K alors
{αiβj,∀i, ∀j} est une base de F -espace vectoriel K.

5. Soit F = Q et O l'anneau des éléments entiers de K. (On dit que α ∈ K est entier
si Z[α] est un Z-module de type �ni.)
(i) Montrer que si α ∈ O alors il existe une base de K sur Q dans laquelle ϕ(α) se

répresente comme une matrice à coé�cients dans Z. En particulier, T (α) ∈ Z et
N(α) ∈ Z.

(ii) Montrer que K admet une base e1, . . . , er où tous ei ∈ O.
(iii) Montrer que O est un Z-module libre. (Indication : Écrivez les éléments de O

dans la base dual de e1, . . . , er de (ii).)
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