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1. Voici une fagon possible de formuler C),(z) :

Jxq ... 3z, (( /\ z; # i) A /\ R(z;,25)) A (Vy( R(z,y) — \/ Y= a:z)))

1<i<j<n 1<i<j<n 1<i<n

En effet, la formule ci-dessus dit : “il existe n éléments deux & deux distincts et R-équivalents, tel que tout
élément y satisfaisant xRy doit étre un des z;”.

2. On applique comme d’habitude la méthode des diagrammes. Considérons donc un modéle M de notre
théorie, d’univers M, et ajoutons & notre langage un symbole de constante ¢, pour tout m € M. Ajoutons
également, pour tout n < w, un symbole de constante d,. Enfin, considérons ’ensemble d’énoncés T' suivant
dans le langage augmenté :

T =Th((M,m)mern)) U{-Cr(dpn): k,n < w}U{=R(dn,dn): n <m < w}

Alors on vérifie sans peine que les {ragments finis de cette théorie sont consistants (on peut faire de M un
modéle de chaque fragment fini!), donc d’aprés le théoréme de compacité il existe un modéle N de cette
théorie. Un réduit de N au langage £ = { R} est une extension élémentaire de M, et notre construction assure
que dans cette extension il y a une infinité de classes infinies (on a “forcé” la présence d’une infinité d’éléments
deux & deux non équivalents et appartenant tous a une classe infinie).

3. Prenons «, ay,...,ay et by, ..., b, comme dans ’énoncé. On peut supposer « # a; pour tout i. Examinons

les cas possibles :

e Si M [ Cy,la] pour un certain n, il y a forcément strictement moins de n a; distincts dans cette n-classe,
donc aussi strictement moins de n b; dans cette n-classe (a cause de I'hypothése (iii) faite sur (aq,...,a,)
et (by,...by)); n’importe quel § dans la n-classe de N qui n’est égal & aucun des b; convient.

e Si M |= R[(a;, )] pour un certain ¢ et on n’est pas dans le cas ci-dessous alors la R-classe de a; est infinie;
c’est donc aussi le cas de la R-classe de b; (toujours ’hypothése (iii)), et n’importe quel point dans cette
R-classe qui n’est égal & aucun des b; convient.

e Le seul cas restant (et seul cas ou on utilise le fait que N est riche) est celui ot « n’est dans aucune
classe finie et n’est en relation R avec aucun des a;; comme N contient une infinité de classes infinies, il
existe # € N qui n’appartient & aucune classe finie est n’est en relation R avec aucun des b;. Un tel 8 convient.

4. Raisonnons par récurrence sur la complexité de la formule . Si (aq,...,ax) et (b1,...,br) sont comme au
point 3., alors pour toute formule atomique ¢ on a (M = ¢[(a1,...,ax)]) & (N | &[(b1,...,b)]). Cette
équivalence est donc vraie aussi pour toute formule sans quantificateurs (vérifiez le; cela a été fait plusieurs
fois en TD et dans le cours).

1l nous reste donc & examiner le cas ou ¢(z1,...,2,) est de la forme Fz(xy,...,x,,x), oU ¢ satisfait le
résultat que l'on cherche & démontrer. Dans ce cas, si M | ¢[(a1,...,a,)] alors il existe o € M tel que
M = 9Yl(aq,...,ak, a)]. Puisque A est riche on peut trouver 3 € N tel que (a1, ...,ax, @) et (by,...,b,,3)
satisfont les conditions du point 3; par ’hypothése de récurrence (appliquée a t) on doit donc avoir N =
¥[(b1, ..., bn, B)], ce dont on déduit que N = ¢[(b1,. .., b,)]- Ceci montre I'implication recherchée.



5. Soient M, N deux modéles de T et o un énoncé. Ces deux modéles ont tous deux une extension élémentaire
riche, notées M’ et N’ respectivement. On sait alors, d’aprés le résultat de la question 4, que M’ |= o si et
seulement si N/ = 0. Comme par définition M et M’ satisfont les mémes énoncés (et de méme pour N et ),
on voit que M [= o si, et seulement si, N' = . Donc tous les modeéles de T sont élémentairement équivalents ;
autrement dit, la théorie 7' est compléte.

6. On raisonne comme en TD ; appelons £; le langage £ U {C,: n € N*} et commencons par fixer une £;-
formule ¢(x1, ..., 2,) & exactement n variables libres (avec n > 1). Pour simplifier la rédaction, ajoutons encore
au langage (en plus des C) n symboles de constante dy,...,d,, appelons L2 ce nouveau langage augmenté ;
pour simplifier, appelons toujours 7" notre théorie dans le langage Lo, et considérons ’ensemble de Lo-énoncés

suivant :
I'(d) = {1(d): ¢ est sans quantificateurs et T - (¢(d) — ¥(d))}

Lemme. T UT(d) - ¢(d).

Pour établir cela, on raisonne par I’absurde : soit M un modéle de TUT(d)U{=¢(d)}. Alors on sait, a cause du
point 4, que les formules sans quantificateurs satisfaites par d dans M suffisent & garantir ~¢(d) (le va-et-vient
dit : "si deux n-uplets réalisent les mémes formules sans quantificateurs alors ils réalisent les mémes formules,
i.e ils ont méme type"). Formellement, on introduit ’ensemble de L2-énoncés

Y(d) = {7(d): T est sans quantificateurs et M = 7(d)}

On voit que T U X(d) F —¢(d) : £(d) décrit toutes les formules sans quantificateurs réalisées par d interprété
dans M, et le point 4 dit que si deux n-uplets, vivant dans deux modéles quelconques de T, réalisent les mémes
L4-formules sans quantificateurs alors ils réalisent les mémes £ formules (remarque : on n’a montré cela que
pour les modeles riches, voyez-vous pourquoi c’est aussi vrai pour tout modéle 7).

Par compacité il existe k formules 71, ..., 7 dans X(d) telles que

TH( \ 7(d) — —¢(d) )
1<i<k

Mais alors (par contraposée) on a \/,,,, ~7i(d) € I'(d) ; donc M doit étre un modele de \/,,.,, = 7i(d), ce

qui est impossible puisque les 7;(d) sont par définition vraies dans M. Ceci conclut la preuve du lemme.

Une fois le lemme établi, il ne nous reste plus qu’a utiliser une derniére fois le théoreme de compacité : on voit
qu'il existe des formules 91, ...,1%, € I'(d) telles que

T (\ ¢id)— o))

1<i<p

Par définition, I'implication réciproque est vraie (les 9; sont dans I'(d)) et on a donc (dans le langage £5)

T (N vild) < ¢d)) .

1<i<p

Dit sans utiliser de paramétres (c’est-a-dire en revenant au langage £1), ceci s’écrit :

TH Vxl,...,.rn( /\ wi(xl,...,xn)<—>¢(x1,...,xn)).

1<i<p
La formule /\1<i<p Yi(x1,...,2,) est sans quantificateurs par définition, ce qui finit la preuve que la théorie
T, vue dans le langage L1, a la propriété d’¢limination des quantificateurs.
Retour sur cette preuve. Considérons deux n-uplets @ = (a1, ...,a,) et b= (b1,...,b,), qu'on suppose appar-

tenir aux univers de deux modéles riches de T. On a vu au point 4 que si a et b réalisent les mémes formules
sans quantificateurs dans le langage £, alors ils réalisent les mémes formules, autrement dit ils ont méme type.



Dit rapidement : "dans la théorie T (vue dans le langage £1), si @ et b ont le méme type sans quantificateurs
alors ils ont le méme type"’. Le point 6 explique comment déduire de ce fait qu’en réalité toute formule &
au moins une variable libre est équivalente & une formule sans quantificateurs et aux mémes variables libres.
(Réciproquement, si toute formule est équivalente & une formule sans quantificateurs, il est clair que deux
n-uplets qui ont le méme type sans quantificateurs ont le méme type!).

La derniére question est une conséquence directe de 1’élimination des quantificateurs : soient A et B deux mo-
deles de T tel que A soit une sous-structure de B. Prenons a1, ...,a, € A, et une formule ¢(z1,...,z,) telle
que A = ¢[(ay,...,a,)]. Alors ¢ est équivalente & une formule ¢ sans quantificateurs, et par définition d’une

sous-structure (et ’énoncé 5.5.3 des notes de cours) on a B = ¢[(a1,...,a,)], donc aussi B = ¢[(a1,...,a,)]



