CHAPITRE 1II

Les ordinaux

RESUME. o Un bon ordre est un ordre total tel que toute partie non vide a un plus
petit élément. L’ordre des entiers est un bon ordre, pas celui des réels.

o Deux bons ordres sont toujours comparables: I'un est isomorphe a un segment initial
de lautre.

o Les bons ordres sont munis d’opérations d’addition, de multiplication, et d’exponentia-
tion.

o Un ensemble A est dit transitif si tout élément d’un élément de A est dans A.

o Un ordinal est défini comme ensemble transitif sur lequel 'appartenance est un bon
ordre; () est un ordinal, et si a est un ordinal, il en est de méme de S(a) = a U {a},
d’ott pour chaque entier n, un ordinal n = S™(()) a n éléments.

o Pour «, 3 ordinaux, on déclare o < 3 vrai si a est élément de . Alors < est un
bon ordre sur les ordinaux ; S(a) est successeur immédiat de « ; tout ensemble non
vide d’ordinaux A a un plus petit élément, a savoir (| A, et une borne supérieure, a
savoir | JA.

o Aucun ensemble ne contient tous les ordinaux.

e Les ordinaux non nuls se partagent en ordinaux successeurs, du type S(«a), et ordinaux
limites, qui vérifient A = |JA. Le plus petit ordinal limite est w, borne supérieure des
ordinaux finis.

o Les opérations sur les bons ordres induisent une addition, une multiplication, et une
exponentiation sur les ordinaux, qui, via I'identification de n et n, prolongent celles des
entiers. Diverses relations, associativité, distributivité, continuité, etc. sont satisfaites,
mais pas toutes celles de I'arithmétique des entiers: onal+w =w -2 =2 = w.

» Ce chapitre décrit la construction d’'une famille d’ensembles parti-
culiers, les ordinaux. On montre que les ordinaux sont munis d'un bon
ordre canonique, et qu'ils constituent un prolongement transfini de la
suite des entiers naturels.

Dans la premiere partie, on étudie la notion de bon ordre, les opéra-
tions de somme, produit, et exponentiation de bons ordres, et on montre
le théoreme de comparaison affirmant que, de deux bons ordres, I'un est
toujours isomorphe a un début de I'autre.

Dans la deuxieme partie, on construit les ordinaux comme des ensem-
bles purs particuliers et on en établit les propriétés de base, en particulier
le fait que tout bon ordre est isomorphe a un unique ordinal.

Dans la troisieme partie, on montre que les ordinaux sont munis
d'opérations arithmétiques étendant celles des entiers. Les propriétés
algébriques de ces opérations ressemblent a celles des opérations sur les
entiers, mais elles en different dans le domaine transfini ; en particulier,
ni |'addition, ni la multiplication ordinale ne sont commutatives.

Dans la quatrieme partie, on utilise les ordinaux pour démontrer deux
applications, a savoir le théoreme de Cantor-Bernstein sur la structure
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des fermés de R, et le théoreme de Goodstein sur la convergence para-
doxale des suites arithmétiques du méme nom. <

> La suite des ordinauz est un prolongement de la suite des entiers naturels au-dela du fini,
et elle joue un role fondamental dans la théorie des ensembles et plus généralement la logique,
role comparable a celui de la suite des entiers naturels dans ’ensemble des mathématiques.
En particulier, le principe d’induction et la possibilité de définitions récursives s’étendent des
entiers auzx ordinauzx, et tant les démonstrations par induction ordinale que les constructions
par récursion ordinale sont omniprésentes dans toute la théorie des ensembles.

1l existe plusieurs constructions possibles des ordinaux : par exemple, pour Cantor qui les
a introduits a la fin du XIXe siecle, un ordinal est une classe d’isomorphisme de bons ordres.
Depuis von Neumann dans les années 1920, on sait qu’on peut construire les ordinauxr comme
une famille de bons ordres particuliers, ce qui revient o choisir un représentant distingué dans
chaque classe d’isomorphisme. C’est la construction qu’on suivra ici, car elle offre du plus
Uavantage que les ensembles ainsi obtenus sont purs, au sens (encore informel) introduit au
chapitre I. On fait ainsi d’une pierre deux coups, en établissant a la fois les propriétés de base
des ordinaux, et en commencant a montrer la richesse des ensembles purs, ce qui était une des
questions laissées ouvertes a la fin du chapitre I et une des premiéres taches a accomplir pour
légitimer ['option de restreindre la théorie des ensembles a une théorie des ensembles purs. Les
résultats accumulés dans le présent chapitre permettront d’obtenir au chapitre III une réponse
définitivement positive, et ainsi d’asseoir sur des bases solides la théorie en construction.

L’approche développée dans ce chapitre est élémentaire, au sens ou on ne cherchera pas
ici a se raccrocher au contexte axiomatique esquissé a la fin du chapitre I: on raisonne ici
dans un contexte mathématique standard, et ce n’est qu’au chapitre III qu’on reviendra sur ces
ratsonnements pour se demander s’ils entrent ou non dans le cadre de la théorie de Zermelo. <

1. Bons ordres

» Cette partie contient des généralités sur des ordres totaux particuliers
appelés bons ordres. Le résultat principal est le théoreme montrant que
deux bons ordres sont toujours comparables au sens ol I'un est isomor-
phe a un segment initial de I'autre. On montre aussi que les bons ordres
peuvent étre composés a |'aide d'opérations naturelles, somme, produit,
et, avec quelques difficultés, exponentiation. <

> Ce qui légitime les démonstrations par récurrence sur les entiers est la propriété que tout
ensemble non vide d’entiers a un plus petit élément. Le principe de récurrence s’étend sans
modification a tous les ordres qui ont la méme propriété, a savoir que toute partie mon vide
admet un plus petit élément. Ce sont ces ordres, appelés bons ordres, qu’on étudie ici. N

1.1. Relations bien fondées et bons ordres.

» On définit la notion de relation bien fondée, qui est le cadre naturel
le plus général pour énoncer un principe d'induction général, puis celle
de bon ordre, qui correspond au cas d'un ordre total bien fondé. |

> On sait Uimportance des démonstrations par récurrence — ou induction — sur les nombres
entiers, soit sous la forme locale « si P(0) est vraie et si P(n) entraine P(n + 1) pour tout n,
alors P(n) est vraie pour tout n», soit sous la forme globale équivalente « si, quel que soit n,
on a P(n) dés qu'on a P(k) pour k < n, alors P(n) est vraie pour tout n». Dans tous les
cas, la validité de la démonstration repose sur l'introduction de l’ensemble A des entiers n ne
satisfaisant pas P(n) et la remarque que Uhypothése interdit que A ait un plus petit élément :
comme toute partie non vide de N a un plus petit élément, la seule solution est que A soit
vide. Ce principe de démonstration s’étend immédiatement a tout ensemble ordonné (A, <)
possédant, comme (N, <), la propriété que toute partie non vide a un plus petit élément, et, plus
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généralement, a toute structure (A, R) ot R est une relation binaire sur A telle que toute partie
non vide de A a un élément R-minimal. N

DEFINITION 1.1. (bien fondé) Une relation binaire R sur un ensemble A est
dite bien fondée si toute partie non vide X de A possede un élément R-minimal,
c’est-a-dire qu’il existe un élément m de X tel que zRm n’est vérifié pour aucun
élément x de X.

EXEMPLE 1.2. La relation d’ordre (stricte) < sur N est bien fondée. En effet,
soit X une partie non vide de N, et soit p un élément quelconque de X. Ou bien
p est minimal dans X, ou bien il existe p; dans X vérifiant p; < p. A nouveau,
ou bien p; est minimal dans X, ou bien il existe p; dans X vérifiant py < py, et
ainsi de suite. Par construction, on a p; < p — 1, po < p — 2, et, de proche en
proche, p; < p —i. La descente s’arréte donc apres au plus p étapes, et il existe
donc ¢ au plus égal a p tel que p; est plus petit élément de X.

Toute relation bien fondée donne lieu & un schéma d’induction:

PROPOSITION 1.3. (induction) Supposons que R est une relation binaire bien
fondée sur un ensemble A, et que P(x) est une propriété pour laquelle le principe
de séparation est valide et telle que, quel que soit x dans A, si P(y) est vraie pour
tous les y vérifiant yRx, alors P(x) est vraie. Alors P(x) est vraie pour tout x
dans A.

DEMONSTRATION. Soit X le sous-ensemble de A formé par les éléments x ne vérifiant
pas P(z)!. Si X n’est pas vide, il possede un élément R-minimal m. Soit y un élément de A
vérifiant yRm. La minimalité de y entraine que y n’est pas dans X, c’est-a-dire que P(y)
est vraie. Ceci valant pour tout y vérifiant yRm, I'hypothese implique que P(m) est vraie,
contredisant le fait que m appartienne a X. La seule possibilité est donc que X soit vide,
c’est-a-dire que P(z) soit vraie pour tout x dans A. O

> Les relations bien fondées et les inductions associées joueront un grand réle dans toute la
suite. Dans ce chapitre, on va se concentrer sur un cas particulier important, a savoir celui des
ordres totaux bien fondés. <

CONVENTION 1.4. (ordres) Dans toute la suite, on appelle ordre une relation
réflexive, antisymétrique et transitive, et on utilise les symboles <, %, ¢, C, ...
pour représenter des ordres. Si < est un ordre, on note < l'ordre strict associé,
c’est-a-dire la relation « z < y et & # y », qui est antiréflexive (z < x est toujours
faux) et transitive. Inversement, si < est un ordre strict, on utilise < pour I'ordre
(large) associé, c’est-a-dire la relation « z < y ou z = y ». De méme pour < et <,
cetc, Cet C, ete.

Un ordre est dit total (ou linéaire) si deux éléments quelconques sont compara-
bles, c’est-a-dire si, pour tous a, b dans le domaine concerné, est vérifiée au moins
une des relations a < b ou b > a, et, donc, exactement une des trois relations
a<b a=b,a>b.

Le'est ici qu'il faut étre siir qu'un tel ensemble existe, c’est-a-dire qu’on peut séparer dans A
les éléments qui satisfont P : se rappeler le paradoxe de Berry
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DEFINITION 1.5. (bon ordre) Un ordre < sur un ensemble A est dit bon si
toute partie non vide de A possede un plus petit élément (pour <). On dit alors
que (A, <) est un ensemble bien ordonné.

Si < est une relation d’ordre strict, on dit que < est un bon ordre strict si
la relation large associée < est un bon ordre. En pratique, on emploiera «bon
ordre » aussi bien pour l'ordre strict que pour l'ordre large, la notation < ou <
indiquant sans ambiguité a quelle forme on se réfere.

Le lien entre relation bien fondée et bon ordre est immédiat :

LEMME 1.6. Pour tout ordre strict < sur A, il y a équivalence entre :
(i) la relation < est ordre total bien fondé;
(77) la relation < est un bon ordre (strict).

DEMONSTRATION. Supposons que < est un ordre total bien fondé sur A, et soit X une
partie non vide de A. Par définition, X possede un élément m tel que, quel que soit x dans X,
on n’a pas x < m. Comme < est un ordre total, si on n’a pas x < m, on doit avoir m < x, et
donc m est plus petit élément de X. Par conséquent < est un bon ordre.

Inversement, supposons que < est un bon ordre sur A. D’abord < est total. En effet, si a et
b sont deux éléments de A, la partie {a,b} a un plus petit élément qui est a ou b, donc on doit
avoir a < b ou b < a. D’autre part, un plus petit élément est toujours minimal: si on a m <
pour tout & dans X, on a certainement x £ m, puisque < est antisymétrique. Donc toute partie
non vide de A possede un élément <-minimal, et < est une relation bien fondée. O

Avant méme de donner des exemples de bons ordres, et vue son importance
pour la suite, on réénonce le principe d’induction ? spécialisé aux bons ordres :

PROPOSITION 1.7. (induction) Supposons que < est un bon ordre sur A, et
que P(z) est une propriété pour laquelle le principe de séparation est valide et
telle que P(x) est vraie dés que P(y) est vraie pour tous y vérifiant y < x. Alors
P(z) est vraie pour tout x dans A.

EXEMPLE 1.8. (bon ordre) L’ordre usuel sur N est un bon ordre, ainsi qu’on
I’a vu ci-dessus. Il résulte de la proposition 1.9 ci-dessous que la restriction de cet
ordre a un intervalle fini est aussi un bon ordre, et, de la, que tout ordre total sur
un ensemble fini est un bon ordre.

Par contre, il est faux que tout ordre soit un bon ordre: I'ordre usuel sur Z
n’est pas un bon ordre, puisque Z n’a pas de plus petit élément; de méme, I'ordre
usuel sur Q n’est pas un bon ordre puisque la partie Qo (rationnels strictement
positifs) n’a pas de plus petit élément. D'une fagon générale, un ordre dense,
c’est-a-dire tel qu’entre deux éléments il y en ait toujours une troisieme, n’est
jamais bon.

Les propriétés suivantes des bons ordres sont faciles :

PROPOSITION 1.9. (bon ordre) Soit (A, <) un ensemble bien ordonné.
(1) S’il est non vide, A posséde un plus petit élément, et tout élément de A qui

2ou de récurrence, les deux mots étant employés ici comme synonymes
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n’est pas maximal possede un plus petit majorant.

(71) II n’existe pas de suite infinie strictement décroissante dans (A, <), c’est-a-
dire pas de suite (aj,as,...) avec a; > as > .. ..

(791) Si B est un sous-ensemble de A, alors la restriction de < a B est un bon
ordre.

DEMONSTRATION. (i) On applique la définition d’un bon ordre & la partie de A constituée
de A lui-méme, et, pour a¢ non maximal, & la famille des majorants de a.

(#4) Sion a a; > ag > ..., alors le sous-ensemble {ay,as,...} de A n’a pas de plus petit
élément.

(#i7) Si X est une partie non vide de B, alors X a dans A un plus petit élément a, qui,
étant dans X, est dans B, donc est plus petit élément de X dans (B, <). O

> Le fait que l’ordre usuel sur les rationnels ou les réels ne soit pas un bon ordre ne prouve pas
que d’autres ordres sur ces mémes ensembles ne puissent pas étre des bons ordres : par exemple,
puisqu’il existe une bijection f de N sur Q, on peut définir un ordre exotique sur Q en déclarant
que x <y est vrai pour f~1(x) < f~1(y); par construction, (N, <) et (Q, <) sont isomorphes,
et < est donc un bon ordre sur Q. Ceci mene a la question ci-dessous. On y reviendra, de méme
qu’a la question suivante, au chapitre IV : N

QUESTION 1.10. Existe-t-il un bon ordre sur tout ensemble?

QUESTION 1.11. La condition nécessaire de la proposition 1.9(ii) est-elle suf-
fisante, c¢’est-a-dire la non-existence d’une suite infinie décroissante pour un ordre
total entraine-t-elle que cet ordre est un bon ordre?

1.2. Rigidité des bons ordres.

» On montre qu'un bon ordre est rigide, c'est-a-dire ne possede pas
d'automorphisme non trivial. <

> La notion de morphisme pertinente pour les ensembles ordonnés est celle d’application stricte-
ment croissante : si (A, <) et (B, <) sont deux ordres (stricts), une application f de A dans B
est dite strictement croissante si x < y entraine f(x) < f(y). Si, de plus, [ est bijective, on dit
que c’est un isomorphisme de (A, <) sur (B, <), ce qui correspond bien a l'idée de deux avatars
du méme ordre.

A la différence des ordres totaux générauz qui ont de multiples degrés de liberté, et de la de
multiples possibilités d’automorphismes — toute translation est un automorphisme de (Z,<) —
les bons ordres sont des structures trés contraintes, dont le seul degré de liberté est la longueur.

<

On commence par rappeler que, dans le contexte des ordres totaux, toute
implication du type «x < y entraine f(z) < f(y)» est une équivalence.

LEMME 1.12. Soient (A, <) et (B, <) deux ensembles ordonnés. Supposons
que < est total et que f est une application strictement croissante de A dans B.
Alors f est injective, et © < y équivaut a f(z) < f(y).

DEMONSTRATION. Supposons z,y € A avec ¢ # y: puisque < est total, on a soit z < v,
soit y < z. Dans le premier cas, on déduit f(z) < f(y), dans le second, f(y) < f(z), et, dans
chaque cas, f(z) # f(y). Donc f est injective.

Soient maintenant x,y quelconques dans A, et supposons f(x) < f(y). Si on n’avait pas
x <y, on aurait soit x = y, qui entraine f(z) = f(y), soit y < x, qui entraine f(y) < f(z), et
les deux contredisent f(z) < f(y). La seule possibilité est donc = < y. O
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Le point important pour la rigidité des bons ordres est le fait suivant :

LEMME 1.13. Soient (A, <) un ensemble bien ordonné, et f une application
strictement croissante de (A, <) dans lui-méme. Alors, pour tout a dans A, on a

a < f(a).

DEMONSTRATION. Posons X = {z € A; f(x) < x}. Si A est non vide, X a un plus petit
élément, soit m. Puisque m est dans X, on a f(m) < m. Comme f est strictement croissante,
on déduit f(f(m)) < f(m). D'un autre c6té, f(m) n’est pas dans X, puisqu’il est plus petit
que le plus petit élément de X. Par définition de X, cela signifie qu’on a f(f(m)) £ f(m),
contredisant ce qui précede. C’est donc que X est vide. O

On en déduit le résultat de rigidité :

PROPOSITION 1.14. (rigidité) Si (A4, <) et (B, <) sont deux ensembles bien
ordonnés, il existe au plus un isomorphisme de (A, <) sur (B, <). En particulier,
l'identité est le seul automorphisme d’un ensemble bien ordonné.

DEMONSTRATION. Supposons que f et g sont deux isomorphismes de (A, <) sur (B, <).
Alors, par le lemme 1.12, g~ ! est strictement croissante, et donc g~ ! o f est une application
strictement croissante de (A, <) dans lui-méme. Le lemme 1.13 implique a < g~ ! o f(a) pour
tout a dans A, donc, puisque g est croissante, g(a) < f(a). Un argument symétrique donne de
méme f(a) < g(a), donc finalement f(a) = g(a) pour tout a. O

1.3. Comparaison des bons ordres.

» On montre que, de deux bons ordres non isomorphes, I'un est toujours
un début de |'autre. |

> 1l est fauxr que deux ordres totaux sont toujours comparables au sens ou, s’ils ne sont pas
isomorphes, l'un est isomorphe a un segment initial de ’autre : par exemple, aucun des deux
ordres totaux (Z,<), (Qso,<) nlest isomorphe & un début de lautre puisque tout segment
matial du premier est discret, alors que tout segment initial du second est dense. Le théoreme
de comparaison est donc un résultat spécifique aux bons ordres. La démonstration repose sur
Uanalyse des segments initiaux d’un bon ordre et sur la rigidité. N

DEFINITION 1.15. (segment initial) Supposons que < est un ordre sur A.
Pour a dans A, on appelle segment initial de (A, <) déterminé par a, et on note
I.(a) — ou, simplement, I(a) — l'ensemble {z € A; z < a} muni de 'ordre
induit par <.

> Une relation d’ordre étant transitive, un segment initial d’un ensemble ordonné est toujours
clos par minorant, c’est-a-dire qu’un minorant d’un élément de I(a) est encore dans I(a).
L’exemple des coupures dans Q montre qu’il n’y a pas de réciproque en général. Par contre,
dans le cas des bons ordres, on a la réciproque. q

LEMME 1.16. Supposons que < est un bon ordre sur A et que X est un
sous-ensemble de A clos par minorant. Alors X est ou bien A entier, ou bien un
segment initial de (A, <).
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DEMONSTRATION. Soit Y = A\ X. Ou bien Y est vide, auquel cas on a X = A, ou bien Y’
possede un plus petit élément, soit a. Par hypotheése, z < a entraine x ¢ Y, donc = € X, et par
conséquent I(a) C X. Inversement, soit € X. Si on avait a < z, alors, comme X est supposé
clos par minorant, on déduirait a € X, contrairement a I’hypothese a € Y. On doit donc avoir
x < a, donc X C I(a), et, finalement, X = I(a). O

LEMME 1.17. Si < est un bon ordre sur A, alors (A, <) n’est isomorphe a
aucun de ses segments initiaux, et deux segments initiaux distincts de (A, <) ne
sont jamais isomorphes.

DEMONSTRATION. Soit @ un élément de A. Soit f une application de A dans I(a): alors on
a f(a) < a par hypothese, ce qui, par le lemme 1.13, interdit que f soit strictement croissante,
et, a fortiori, qu’elle soit un isomorphisme.

Soient maintenant a,a’ deux éléments distincts de A. On a soit a < a’, soit @’ < a. Sup-
posons par exemple a < a’. Alors I(a’) est bien ordonné par (la restriction de) <, et, comme <
est transitive, I(a) est un segment initial de I(a’). Le résultat ci-dessus montre alors que I(a’)
n’est pas isomorphe & son segment initial I(a). O

PROPOSITION 1.18. (comparaison) Soient (A, <), (B, <) deux ensembles bien
ordonnés. Alors I'un exactement des trois cas suivants se présente :

(i) (A, <) et (B, <) sont isomorphes;

(i7) (A, <) est isomorphe a un segment initial de (B, <);

(7ii) (B, =) est isomorphe a un segment initial de (A, <).

I & > (A7<)

f
rvrvlllvrvrv '(B’_<)

T L@y TW

FIGURE 1. Comparaison de deux bons ordres : on établit une correspondance
entre les segments initiaux (c'est-a-dire les débuts) du premier et ceux du second

DEMONSTRATION. On définit une correspondance F' de A dans B par
F(a) =b< I-(a) est isomorphe & I (b)

(figure 1). Le lemme 1.17 appliqué & (B, <) montre que F est fonctionnelle, c’est-a-dire que,
pour chaque a dans A, il existe au plus une valeur b dans B satisfaisant b = F'(a). De méme,
le lemme 1.17 appliqué & (A, <) montre que F est injective, c’est-a-dire que, pour b dans B, il
existe au plus une valeur a dans A satisfaisant b = F'(a). (Par contre, rien ne prouve que F' soit
partout définie sur A, ni qu’elle soit surjective.)

Supposons que a appartient au domaine de F, et quon a @’ < a. On va montrer que
a' appartient aussi au domaine de F, et qu'on a F'(a’) < F(a). Par définition, il existe un
isomorphisme f : I-(a) — Is(F(a)). Par transitivité de 'ordre <, le segment initial déterminé
par a’ dans (I<(a), <) est le méme que le segment initial I (a’) qu’il détermine dans (A, <).
Soit f’ la restriction de f & ce segment initial I (a’). Par construction, f’ est une application
strictement croissante de I<(a’) dans I<(F(a)). Tout élément x de I (a') vérifie z < o/, donc
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f'(z) = f(z) < f(a'), ce qui montre que I'image de f’ est incluse dans I (f(a’)). Inversement,
soit y un élément quelconque de I (f(a’)). Par construction, f(a’) est dans I(F(a)), donc y
est dans I<(F'(a)), qui est I'image de f. Il existe donc x dans I (a) vérifiant f(z) = y. Comme
f est un isomorphisme, y < f(a’) entraine x < a’. C’est dire que y est dans 'image de f’, et,
par conséquent, f est un isomorphisme de I (a’) sur I<(f(a’)). Par définition, cela signifie que
a’ est dans le domaine de F, et qu'on a F(a') = f(a’), donc, en particulier, F(a’) < F(a).

A ce point, on a donc montré que d’une part F est strictement croissante, donc est un
isomorphisme de son domaine sur son image, et d’autre part que le domaine de F' est clos par
minorant dans (A4, <).

Un argument symétrique montre que I'image de F' est close par minorant dans (B, <),
c’est-a-dire que, si b appartient & 'image de F', et qu'on a b’ < b, alors b’ appartient aussi a
I'image de F' — et qu'on a F~1(b') < F~1(b), mais ceci est déja connu.

On applique alors le lemme 1.16. Quatre cas sont a priori possibles:

- Cas 1: Dom(F) = A et Im(F') = B. C’est dire que (A, <) est isomorphe & (B, <).

- Cas 2: Dom(F) = A et Im(F) segment initial de (B, <). Cest dire que (A, <) est
isomorphe & un segment initial de (B, <).

- Cas 3 : Dom(F) segment initial de (A, <) et Im(F) = B. C’est dire que (B, <) est
isomorphe & un segment initial de (4, <).

- Cas 4: Dom(F) segment initial de (4, <) et Im(F) segment initial de (B, <). Il existe
alors a et b tels qu'on ait Dom(F) = I.(a) et Im(F) = I-(b). Mais alors, par construction,
F est alors un isomorphisme de I (a) sur I4(b): cela signifie qu’on doit avoir b = F'(a), donc
a € Dom(F) et b € Im(F'), contredisant les hypotheses. Ce cas est donc impossible. O

> La plus grande partie de la démonstration précédente reste valable quand (A, <) et (B, <)
sont des ensembles (totalement) ordonnés quelconques, mais, faute de pouvoir appliquer le
lemme 1.16, on ne peut rien conclure en général. Par exemple, si on part de (Z,<) et (QT, <),
le domaine et I’image de la correspondance F' obtenue sont purement et simplement vides: aucun
segment initial de (7Z,<) n’est isomorphe a un segment initial de (QF, <). <

1.4. Addition de bons ordres.

» On introduit la somme de deux ordres, et on montre que la somme
de deux bons ordres est un bon ordre. |

> Partant de deux ensembles (bien) ordonnés A, B, on peut construire divers nouveauz ensem-
bles (bien) ordonnés & l'aide d’opérations simples. Le premier est la somme, qui correspond &
l’idée d’une juxtaposition : on place tous les éléments de B apres tous les éléments de A, tout en
gardant lordre relatif des éléments dans chacune des deux composantes. Pour que d’éventuels
éléments communs a A et B ne créent pas de probléme, on doit supposer les domaines disjoints,
ce qu’on assure facilement a l'aide d’une notion convenable d’union disjointe. <

DEFINITION 1.19. (somme disjointe, somme) (7) Soient A, B deux ensembles.
On définit la somme disjointe AW B de A et B par

AW B = (Ax{1})U (B x {2}).
(i7) Soient A, B deux ensembles ordonnés, soit A = (A, <) et B = (B, <). On
appelle somme de A et B, noté A + B, le couple (AW B, ), ou C est définie par
(t=j=1eta<b), ou
(a,9)c(b,j) = c(i=j=2eta=<b), ou
(i=1letj=2).
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FIGURE 2. Somme de deux ordres A, B : une copie de A, suivie d'une copie
de B; que A et B soient disjoints ou non, les copies A x {1} et B x {2} le sont:
par exemple, AW A consiste en deux copies distinctes de A.

EXEMPLE 1.20. (somme) Soient p,q deux entiers. Alors la somme des inter-
valles {1,... ,p}et {1,... ¢}, équipés de I'ordre usuel, est isomorphe a I'intervalle
{1,...,p+ q} (équipé de 'ordre usuel).

PROPOSITION 1.21. (somme) La somme de deux ensembles ordonnés (resp.
totalement ordonnés, resp. bien ordonnés) est un ensemble ordonné (resp. totale-
ment ordonné, resp. bien ordonné).

DEMONSTRATION. Soient (4, <) et (B, <) des ensembles ordonnés. Soit (x,7) un élément
quelconque de AW B. Pour i =1, on a (x,%) 7 (x,1), car ceci équivaudrait a z < x, qui est faux
puisque < est un ordre. De méme, pour i = 2, on a (z,) ¢ (,1), car ceci équivaudrait & = < x,
qui est faux puisque < est un ordre.

Supposons (x,7) € (y,j) C (z, k). Par définition, ceci n’est possible que pour i < j < k. On
déduit alors (z,7) C (z,k) de ce que < est transitive dans le cas i = j = k = 1, de la définition
de C dans le cas i < k, et de la transitivité de < dans le cas i = j = k = 2. Donc la relation C
est un ordre strict.

Si a la fois < et < sont des ordres totaux, il en est de méme de C : en effet, étant donnés
(x,7) et (y,7) quelconques, ou bien on a i = j = 1 et alors x et y sont comparables pour <, ou
bien on ai = j = 2, et x et y sont comparables pour <, ou bien on a i # j, auquel cas on a soit
i1=1letj=2s0iti=2etj=1.

Supposons enfin que < et < sont des bons ordres. Soit X une partie non vide de AW B.
Deux cas sont possibles. Supposons d’abord X N (A x {1}) non vide. Comme < est un bon
ordre, il existe a dans A tel que (a,1) est plus petit élément de X N (A x {1}); comme on a
(a,1) € (y,2) pour tout y dans B, I’élement (a, 1) minore tout élément de X N (B x {2}), et il
est donc plus petit élément de X entier. Supposons ensuite X N (A x {1}) vide. C’est dire que
X est inclus dans B x {2}. Comme < est un bon ordre, il existe b dans B tel que (b, 2) est plus
petit élément de X N (B x {2}, qui est X. Dans tous les cas, X posséde un plus petit élément,
et C est un bon ordre. O

PROPOSITION 1.22. (associativité) A isomorphisme prés, 'addition des ordres
est associative: quels que soient les ensembles ordonnés A, B, €, il existe un iso-
morphisme de (A + B) + C sur A+ (B + C).

DEMONSTRATION. Envoyer ((a, 1),1) sur (a,1), ((b,2),1) sur ((b,1),2), et (¢, 2) sur ((c, 2),2).
O

1.5. Multiplication de bons ordres.

» On introduit le produit de deux ordres, et on montre que le produit
de deux bons ordres est un bon ordre. <
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> La seconde opération sur les ordres est la multiplication ordinale, qui consiste a ordonner
(anti)-lezicographiquement le produit cartésien. L’intuition est donnée dans la figure 3: le pro-
duit A x B s’obtient en mettant bout a bout des copies (disjointes) de A indexées par B. On
notera que les deuz facteurs me jouent pas le méme rile : dans le produit ici défini, c’est la
seconde coordonnée qui est prépondérante. N

DEFINITION 1.23. (produit) Soient A, B deux ensembles ordonnés, soit A =
(A, <) et B = (B,<). On appelle produit de A et B, noté A x B, le couple
(A x B,c), ou C est définie par

(a,b)c (b)) = (b<b)ou(b="0eta<d).

FIGURE 3. Produit de deux ordres A, B: A x B, c'est A répété B fois.

EXEMPLE 1.24. (produit) Soient p, ¢ deux entiers. Alors le produit des inter-
valles {1,... ,p}et {1,... ¢}, équipés de I'ordre usuel, est isomorphe a I'intervalle
{1,... ,pq} (équipé de I'ordre usuel).

PROPOSITION 1.25. (produit) Le produit de deux ensembles ordonnés (resp.
totalement ordonnés, resp. bien ordonnés) est un ensemble ordonné (resp. tota-
lement ordonné, resp. bien ordonné).

DEMONSTRATION. Soient (A, <) et (B, <) des ensembles ordonnés. Soit (z,y) un élément
de Ax B. Alorsonn’aniy <y, niy=yetz <z, donc (z,y) C (z,y) est faux, et la relation C
est antiréflexive.

Supposons (z,y) € (z/,y") © (z”,y”). Quatre cas sont possibles. Sion a y < ¢y’ <y, la
transitivité de < entraine y < y”, donc (z,y) © (2”,4”). Sionay =y <y”" ouy <y =y”, on
obtient (z,y) € («”,y"”) directement. Enfin, sion ay =y = y"” et x < 2’ < 2", la transitivité
de < entraine x < z”, et on a donc (x,y) C (z”,3"”). Donc la relation C est transitive, et c’est
un ordre strict sur A x B.

Supposons en outre que < et < sont des ordres totaux, et soient (z,y), (2’,y") deux éléments
distincts de A x B. Si y et 3’ sont distincts, on a soit y < 3/, soit ¥y’ < y, et, par conséquent,
soit (z,y) C (a/,y'), soit (z',y') C (x,y). Si y et y' sont égaux, nécessairement x et z’ sont
distincts, et on a soit x < a’, soit ' < z, qui impliquent respectivement (x,y) C (z/,3’) ou
(2',y") € (z,y). Donc la relation C est un ordre total sur A x B.

Supposons maintenant que < et < sont des bons ordres, et soit X une partie non vide
de A x B (figure 4). La seconde projection pry(X) de X, ¢’est-a-dire

{y € B; Jz€A((z,y) € X)},

est une partie non vide de B, donc elle admet un plus petit élément, disons b. Alors la fibre
en b, c’est-a-dire I'ensemble {z € A; (z,b) € X}, est une partie non vide de A, donc elle admet
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un plus petit élément, disons a. Par construction, le couple (a,b) est dans X, et c’en est le plus
petit élément. En effet, soit (z,y) un élément quelconque de X . Par construction, on a y 3= b,

donc ou bien y > b, qui entraine (x,y) 3 (a,b), ou bien y = b. Dans ce dernier cas, on a par
construction x > a, et donc (z,y) 2 (a,b). O

B

o , A

FIGURE 4. Le produit de deux bons ordres est un bon ordre

PROPOSITION 1.26. (associativité, distributivité) A isomorphisme pres, la mul-
tiplication des ordres est associative et distributive a gauche par rapport a I’addition:
quels que soient les ensembles ordonnés A, B, C, il existe un isomorphisme de

(AXxB)xC sur Ax(BxC), et un isomorphisme de AX (B+C) sur (AxXB)+(AxC).

DEMONSTRATION. Envoyer ((a,b),c) sur (a,(b,c)) dans le premier cas, et (a,(b,1)) sur
((a,b),1) et (a,(c,2)) sur ((a, c), 2) dans le second. On obtient ainsi deux bijections, et il est facile
de vérifier que celles-ci sont strictement croissantes en considérant les différents cas possibles.
Ainsi, dans le cas de associativité, on a, en notant < tous les ordres, ((a,b),c) < ((a’,V'),c)
si et seulement si soit ¢ < ¢/, soit c=c et b <V, soit c=c¢ et b=">" et a < a est vrai, et c’est
aussi le cas de (a, (b,¢)) < (d’,(V/,¢")). Dans le cas de la distributivité, (a, (y,1)) < (d/, (v',7"))
est vrai si on a ou bien i = ¢’ et y < ¢/, oubien i =1et ¢ = 2 oubien i =i et y =y et

a < a', et c’est aussi le cas pour ((a,y),7) < ((a/,y'),') (figure 5). O

_
_—

B ¢ B+C|C
_— _ _
= . || =
____________
A BI —
_—

FIGURE 5. Distributivité & gauche de la multiplication des ordres par rapport 3 I'addition

1.6. Exponentiation de bons ordres.

» On introduit une opération d'exponentiation sur les ordres et on
montre que |'exponentiation d’'un bon ordre par un bon ordre est un bon
ordre. <

>  Pour compléter l'analogie avec les opérations arithmétiques sur les entiers, il est naturel
de chercher a définir une opération générale d’exponentiation des ordres consistant a ordonner
Uensemble AP des suites d’éléments de A indexées par B. Plusieurs solutions sont possibles,
mais des difficultés se posent avec les ordres infinis lorsqu’on cherche a ce que l’exponentiation
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de deux bons ordres donne un bon ordre. On est alors amené a restreindre ’ensemble des suites
considérées.

Partant de A, B, avec A = (A,<) et B = (B <), on peut déclarer que la suite s est plus
petite que la suite t si, pour le <-plus petit indice i pour lequel on a s(i) # t(i), on a s(i) < t(4).
Pour assurer Uexistence d’un tel plus petit indice ¢, on suppose que < est un bon ordre sur B.
Le probléme est que, méme si < est un bon ordre sur A, et méme si A est fini, il est faux que
AB s0it bien ordonné dés que B est infini. Par exemple, si A est {0,1} bien ordonné par 0 < 1
et B est N avec l'ordre usuel, on a

(1,0,0,0,...) > (0,1,0,0,...) > (0,0,1,0,...) >

Le probleme est similaire si on prend en compte le plus grand indice ot les suites different. Pour
[éviter, il faudrait que ordre sur l’ensemble-exposant soit a la fois un bon ordre et l'opposé
d’un bon ordre, c’est-a-dire que toute partie non vide ait a la fois un plus petit et un plus grand
élément : ceci caractérise les ensembles finis, et, dans ce cas, on n’obtient rien de plus qu’une
itération finie du produit d’ordres.

Le solution trouvée pour échapper a la difficulté précédente consiste a ordonner non pas
toutes les suites d’éléments de B indexées par A, mais seulement certaines d’entre elles, dites
a support fini. On verra, en particulier a la fin de ce chapitre avec le théoréme de Goodstein,
que cette restriction n’enléve pas tout intérét a l'opération obtenue. N

DEFINITION 1.27. (exponentiation) Soient A, B deux ensembles ordonnés,
soit A = (A4, <) et B = (B, <). On suppose que A possede un plus petit élément 0.

(i) Pour toute suite s d’éléments de A, on appelle support de s I’ensemble
{i; s(i) # 0}, et on note AP le sous-ensemble de AP formé par les suites a
support fini.

(4i) On appelle ezponentiation de A par B, et on note A%, le couple (AP, c),
ou f C g est vraie s'il existe i vérifiant f(i) < g(i) et f(j) = g(j) pour j = i.

> La relation C ainsi définie est un ordre anti-lexicographique : on compare les suites en partant
des valeurs sur les éléments les plus grands de B, donc en partant de la droite si on voit les
éléments de AP comme des suites d’éléments de A indexées par B. N

EXEMPLE 1.28. Soient p, ¢ deux entiers. Alors I'exponentielle des intervalles
{1,...,p}et{1,...,q}, équipés de I'ordre usuel — par rapport auquel {1,... ¢}
a un plus petit élément — est isomorphe a lintervalle {1,... ,p?} (équipé de
l'ordre usuel).

PROPOSITION 1.29. (exponentiation) Supposons que A, B sont deux ensem-
bles totalement (resp. bien) ordonnés, et que A a un plus petit élément. Alors
A% est un ensemble totalement (resp. bien) ordonné.

DEMONSTRATION. Supposons A = (4,<) et B = (B, <). Par définition, on n’a jamais
f © f. Supposons f C g C h. Par définition, il existe i et j dans B tels qu’on ait f(i) < g(i),
f(k) = g(k) pour k > i, et g(j) < h(j), g(k) = h(k) pour k > j. Puisque < est un ordre
total, on a ou bien ¢ < j, ou bien ¢ = j, ou bien ¢ > j. Dans le premier cas, on trouve
f) = g(j) < h(g), dou f(j) < h(y), et f(k) = g(k) = h(k) pour k > j. Dans le second cas,
on trouve f(i) < g(i) < h(i), d’ou f(i) < h(i), et f(k) = g(k) = h(k) pour k > 4. Enfin, dans
le troisieme, on trouve f(i) < g(i) = h(i), d’ou f(i) < h(i), et f(k) = g(k) = h(k) pour k > i.
On a a chaque fois f C h, et donc C est un ordre strict.

Cet ordre est total : en effet, f et g étant deux éléments quelconques de A®), ensemble
des indices i vérifiant f (i) # g(¢) est inclus dans la réunion des supports de f et g, qui est un
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ensemble fini, et posseéde donc un plus grand élément 4 vis-a-vis de <. On a alors I'une des deux
relations f(i) < g(2), f(i) > g(i), et donc soit f C g, soit f 3 g.

Supposons maintenant que < et < sont des bons ordres, et soit X une partie non vide
de A®). Nous voulons montrer que X posséde un plus petit élément. Par hypothese, chaque
fonction f dans AP) a un support fini; on notera s1(f) le plus grand élément du support de f
vis-a-vis de Pordre <, s’il existe, ¢’est-a-dire si f n’est pas la fonction constante de valeur 0, et,
plus généralement, on notera si(f),s2(f),... "énumération décroissante du support de f. Par
définition, pour chaque f, 'élément s;(f) n’est défini que pour un nombre fini de valeurs de k.

Posons, pour démarrer une induction, Xo = X. Deux cas sont possibles. Ou bien la fonction
constante fo de valeur 0 est dans Xy, et alors, par définition, fu minore tout élément de AP,
donc fy est plus petit élément de Xy. Ou bien fy n’est pas dans Xy, ce qui signifie que s1(f)
est défini pour chaque fonction dans X,. Posons

b1 = inf{sl(f); f S X()},
a; = inf{f(bl); f S XO et 81(f> = bl},
Xy ={f € Xo; s1(f) = by et f(b1) = ar}.

Comme < est un bon ordre, I’élément by existe, et, comme < en est un aussi, I’élément a;
existe également. L’ensemble X; est un sous-ensemble non vide de Xg. Soit f un élément
quelconque de X \ X1, et g un élément de X;. Alors, ou bien on a s1(f) > by, et donc
g(s1(f)) = 0 < f(s1(f)), donc g © f. Ou bien on a s1(f) = b1 et f(b1) > a1, et donc
g(s1(f)) = g(1) = a1 < f(s1(f)) = f(b1), d’ou & nouveau g C f. Il en résulte que X7 est
un segment initial de Xy, et donc, pour montrer que Xy a un plus petit élément, il suffit de
montrer que X; a un plus petit élément.

A nouveau, deux cas sont possibles. Ou bien la fonction f; définie par f1(b) = 0 pour
b # by et fi(b1) = a1 est dans X;, et alors, par construction, f; minore toute fonction f
vérifiant s1(f) = by et f(b1) = a1, donc f; est plus petit élément de X, donc de Xy. Ou bien
f1 n’est pas dans X7, ce qui signifie que s3(f) est défini pour chaque fonction dans X;. On est
alors en position d’induction. On pose

by = inf{s2(f); f € X1},
az = inf{f(b2); f € X1 et s2(f) = b2},
Xy = {f € Xq; SQ(f) = by et f(bz) = CLQ}.

Le méme argument que ci-dessus montre que Xs est un segment initial de X;, car on ne
considére ici que des fonctions f vérifiant s1(f) = b1 et f(b1) = a1, donc le point intervenant
dans la comparaison est s3(f). Introduisons la fonction fo définie par f2(b) = 0 pour b # by, ba,
f2(b1) = a1 et fo(bs) = as. Ou bien f5 est dans Xs, auquel cas c’en est le plus petit élément,
et donc le plus petit élément de X7, et de Xy, ou bien fo n’est pas dans X5, auquel cas
s3(f) est défini pour tout f dans Xs, et on peut recommencer, construisant ainsi une suite
Xo 2 X1 D X5 D ... aussi longtemps qu’on n’a pas trouvé de plus petit élément. Appelons b;
est la valeur commune de s;(f) pour f dans X;. Puisque, par définition, il existe au moins une
fonction f dans X;, on a b;—1 = s;—1(f) et b; = s;(f), d’ott b;_1 > b;. Puisque < est un bon
ordre, il est impossible que b; existe pour tout ¢ : cela signifie que, nécessairement, l'induction
doit s’arréter aprés un nombre fini d’étapes, c’est-a-dire qu’il existe nécessairement un indice ¢
pour lequel X; ;1 n’existe pas, c’est-a-dire pour lequel la fonction f; définie par

fi(b) =0 pour b #by,...,b;, f(b1)=ai, ..., f(b)=ua

est dans X;, dont elle est le plus petit élément, ainsi que celui de Xj. O
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PROPOSITION 1.30. (distributivité) Quels que soient les ensembles totalement
ordonnés A, B, C tels que A ait un élément minimal, il existe un isomorphisme
de ABT¢ sur A® x A, et un isomorphisme de AB*¢ sur (A®)C.

DEMONSTRATION. On note A, B, C' les domaines respectifs de A, B, et €, et on note tous
les ordres <. L’élément minimal de A est noté 0. Il s’agit d’associer, de fagon bijective, a toute
fonction a support fini f de BW C dans A un couple formé d’une fonction & support fini
de B dans A et d’une fonction a support fini de C' dans A. Ceci est facile : on associe a f
d’une part sa restriction Ry(f) a B, et d’autre part sa restriction Ry(f) & C. Comme B C' est
construit comme B x {1}UC x {2}, la définition formelle est Ry (f)(b) = f((b,1)) pour b € B, et
Ra(f)(c) = f((¢,2)) pour ¢ € C La vérification du fait que application F' : f — (R1(f), R2(f))
est une bijection et est strictement croissante est facile (cf. figure 6).

A

Now

B+e :

FIGURE 6. lIsomorphisme de AZ+¢ sur A2 + A®: on coupe la suite en deux fragments

Pour le second résultat, le principe est le méme. Il s’agit cette fois d’associer a toute fonction
a support fini f de B x C' dans A une fonction & support fini F(f) de C' dans les fonctions
& support fini de B dans A. Comme I’élément minimal de AP est la fonction constante ¢g de
valeur 0, étre de support fini pour une fonction de C' dans A® signifie prendre la valeur cq sauf
pour un nombre fini de valeurs. Ici f est une fonction & deux variables, et on définit F(f) en
posant F(f)(c)(b) = f(b,c), c’est-a-dire en séparant les deux variables . Comme I’ensemble des
couples (b, ¢) vérifiant f(b,c) # 0 est fini, 'ensemble des ¢ vérifiant F(f)(c) # co est fini, et F
appartient a (A(B))(C) comme escompté. A nouveau les vérifications requises, & savoir que F

est bijective et strictement croissante, sont faciles (cf. figure 7). O
A f(b,c) coupe de f en ¢
A S U TN
e c — ' —
b 4 B

FIGURE 7. lsomorphisme de AZ*¢ sur (A®)€: on associe & une suite f la suite
de ses coupes suivant la seconde variable

3opération appelée « curryfication » en lambda-calcul
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2. Construction des ordinaux

» On construit une famille d’ensembles bien ordonnés particuliers, ap-
pelés les ordinaux. On montre que les ordinaux se rangent eux-mémes
en une suite bien ordonnée, commencant par une copie de la suite des
entiers naturels, mais ne formant pas un ensemble, et que tout ensemble
bien ordonné est isomorphe a un unique ordinal. <

> La construction décrite ci-dessous, qui est due a John von Neumann, a deux aspects d’impor-
tance inégale. Le résultat important est l'existence d’une suite prolongeant indéfiniment la suite
des entiers naturels et dotée de diverses bonnes propriétés comme la possibilité d’effectuer des
démonstrations inductives. Le point secondaire est que, dans l’approche retenue, les ordinaux se
trouvent étre des ensembles purs particuliers, et que l’ordre des ordinaux se trouve coincider avec
la relation d’appartenance €. Ce dernier point jouera un réle non négligeable au chapitre 111
pour mener a bien le programme de représentation des entiers par des ensembles purs, mais,
quant au fond, il ne s’agit que d’une astuce de construction: d’autres constructions des ordinauz
sont possibles, a commencer par celle de Cantor qui les définissait simplement comme classe
d’isomorphisme de bons ordres. Il est certainement plus commode techniquement de travailler
avec des représentants distingués qu’avec les classes elles-mémes, mais le priz a payer est le
caractere relativement artificiel de la construction. Les ordinauz qui sont ici introduits par
une définition explicite mais assez mystérieuse. Il est conseillé de ne pas trop se focaliser sur
cette définition contingente, mais simplement de se convaincre qu’elle méne bien aux propriétés
souhaitées, a savoir que les ordinaux forment une suite bien ordonnée et que chaque ensemble
bien ordonné est isomorphe a un unique ordinal. N

2.1. Ensembles transitifs.

» Avant d'introduire les ordinaux, on introduit les ensembles transitifs,
qui sont les ensembles dont tous les éléments des éléments sont éléments.
<

DEFINITION 2.1. (transitif) Un ensemble d’ensembles A est dit transitif si
tout élément d'un élément de A est élément de A, c¢’est-a-dire si 'ensemble | JA
est inclus dans A.

Ainsi, un ensemble A est transitif si et seulement si on a
(2.1) reacA=1xeA,

c’est-a-dire encore si a € A entraine a C A, donc encore, de fagon équivalente, si
onaACP(A).

> La notion d’ensemble transitif n’est pas familiére, et il semble clair que la plupart des ensem-
bles me sont pas transitifs. Cependant on va voir qu’il existe des ensembles transitifs. N

LEMME 2.2. (i) L’ensemble vide est transitif.
(17) Si A est transitif, il en est de méme de AU {A}, de P(A), et de JA.
(1ii) Toute union et toute intersection d’ensembles transitifs est transitive.

DEMONSTRATION. () Comme ) n’a pas d’élément, I'implication (2.1) est vérifiée.

(#i) Supposons A transitif. Supposons d’abord x € a € AU{A}. Onadonca € Aoua=A
(ou les deux). Dans le premier cas, on obtient z € a € A, donc x € A puisque A est transitif;
dans le second cas, on a x € a = A, donc = € A directement. Dans tous les cas, on a x € A et,
a fortiori, x € AU {A}. Par conséquent AU {A} est transitif.
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Supposons maintenant € a € PB(A), soit z € a C A. Par définition de 'inclusion, ceci
entraine x € A, donc, par (2.1), x C A, soit x € P(A). Par conséquent, P(A) est transitif.

Supposons ensuite = € a € | JA. Par définition, il existe b dans A tel qu’on ait a € b € A,
donc a € A puisque A est transitif et, de 1a, x € (JA. Par conséquent, | JA est transitif.

(ii7) Soit (A;)icr une famille d’ensembles transitifs. Supposons x € a € (J;c;A:. 1l existe
donc i tel qu'on ait x € a € A;, d’ou x € A; puisque A; est transtif, et de la = € | J,.;A;. Par
conséquent | J;o;A; est transitif.

Enfin, supposons € a € [),c; A;. Pour tout 4 dans I, on a x € a € A;, d’'ott x € A; puisque
Aj; est transtif, et de la o € [);c; A;. Par conséquent (), ., A; est transitif. O

il

iel

> Il existe donc une infinité d’ensembles transitifs, puisqu’au moins tous les ensembles induc-
tivement obtenus a partir de I’ensemble vide en utilisant de facon répétée les opérations A —
PB(A) ou A— AU{A} sont transitifs.

On notera qu’affirmer qu’une famille {A;; i € I} est transitive et affirmer que chaque
élément A; de cette famille est un ensemble transitif sont des conditions distinctes : dans le
premier cas, il s’agit de dire que tout élément d’un A; est un A;, alors que, dans le second, il
s’agit de dire que tout élément d’un élément d’un A; est élément de cet A;. Les résultats des
points (ii) et (iii) du lemme 2.2 sont donc disjoints. q

2.2. Ordinaux.

» On introduit les ordinaux comme des ensembles transitifs particuliers,
définis en termes de propriétés de la restriction de |'appartenance. <«

> Pour tout ensemble A, la restriction de la relation d’appartenance a A est une relation binaire
sur A. En général, cette relation est purement et simplement vide : il y a a priori aucune raison
pour que, parmi les éléments de A, il en existe deux, disons a et b, tels que b soit un ensemble
et qu’on ait a € b. Cependant, typiquement si A est un ensemble transitif puisqu’alors tout
élément d’un élément de A est élément de A, il se peut qu’un élément de A appartienne a un
autre élément de A. Par exemple, 'ensemble P(P(0)) a deux éléments, a savoir O et {Q}, et le
premier est un élément du second, donc la restriction de € o PB(P(D)) se compose de l'unique
couple (0,{0}). La figure 8 donne un autre ezemple.

Méme lorsque la restriction de l'appartenance a un ensemble A est non vide, il n'y a au-
cune raison pour que cette restriction soit une relation d’ordre, ou une relation d’équivalence,
ou quelque relation particuliére que ce soit. Cependant, on peut toujours considérer ceux des en-
sembles A pour lesquels la restriction a A de appartance a telle ou telle propriété par exemple
d’étre un ordre. N

0.0 o o {01}

SN

e — ey PP(P(©)))

FIGURE 8. Un exemple d'ensemble A tel que la restriction de € 3 A ne soit
pas vide : I'ensemble B(P(B(1)))

DEFINITION 2.3. (ordinal) On dit qu’un ensemble « est un ordinal si « est
un ensemble transitif et que la restriction de € a o est un bon ordre strict.
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Autrement dit, a est un ordinal si les quatre conditions suivantes sont vérifiées:

(7) pour tout = dans a, on a = C «;

(73) pour tout x dans o, on a x ¢ x;

(7i1) pour tous z,y,z dans a, sion ax € y et y € z, alors on a x € z;

(1v) pour tout sous-ensemble non vide A de «, il existe  dans A vérifiant
x € y pour tout y dans A distinct de x.

Dans toute la suite, on se conforme a I'usage d’utiliser les minuscules grecques
pour les ordinaux, et de les réserver a cette fin.

> Comme pour les ensembles transitifs, il n’est pas a priori évident qu’il existe des ordinaut,
et on commence donc par vérifier que c’est bien le cas. N

LEMME 2.4. (i) L’ensemble vide est un ordinal.
(71) Si v est un ordinal, alors on a a ¢ .
(7i1) Si « est un ordinal, alors on a o U {a} en est un aussi.

DEMONSTRATION. (i) Comme @) n’a aucun élément, et, de 14, aucun sous-ensemble non
vide, les quatre conditions qui définissent un ordinal sont automatiquement satisfaites.

(74) Par définition, si o est un ordinal, on a x ¢ x pour tout élement z de c. Si on avait
a € a, cest-d-dire si « était élément de lui-méme, on aurait donc « ¢ a, ce qui contredit
I’hypothese.

(#i7) Soit o un ordinal, et 5 = S(a) = aU{a}. Il s’agit de vérifier que [ satisfait aux quatre
conditions de la définition d’un ordinal. Le lemme 2.2 affirme déja que S(a) est un ensemble
transitif.

Supposons x € (. Alors, par définition, on a ou bien z € «, ou bien z = «, les deux
s’excluant en vertu de (i4). Dans le premier cas, on a x ¢ = puisque « est un ordinal, dans le
second, on a x ¢ x par (ii).

Supposons maintenant z,y,z € 3, avec x € y € z. Si z, y et z appartiennent a «, alors
on déduit x € z de ’hypotheése que « est un ordinal. Supposons z = «. Par (i7), on ne peut
avoir y = «, et on a donc a € y € a. Comme « est un ensemble transitif, cela entraine o € «,
contredisant (i¢) : 'hypothése # = « est donc impossible. Supposons maintenant y = «. Nous
déduisons alors z # «, donc z € «a, soit a € z € a, et, a nouveau, a € «: I’hypothese y = «
est donc également impossible. Reste le cas z = a. On a alors x € y € «, et 'hypothese que «
est un ensemble transitif entraine z € «, soit € z. On a donc montré dans tous les cas que la
restriction de € a 3 est une relation transitive.

Soit A un sous-ensemble non vide de 3. Supposons d’abord que AN« est non vide. Puisque
« est un ordinal, il existe z dans A N « vérifiant x € y pour tout y distinct de x dans A N a.
Puisque z est dans AN, on a & € a par hypothese, et donc & € y pour tout y distinct de x
dans A. Finalement, si A est non vide et A N« lest, comme [ est a U {a}, la seule possibilité
est A = {a}. Posons x = «: alors = est bien un élément de A vérifiant = € y pour tout élément
de A distinct de x, puisqu’il n’existe pas de tel élément y. O

Il existe donc une infinité d’ordinaux, & savoir au moins @) et tous les ensembles
obtenus a partir de () en répétant opération o — a U {a}.

NOTATION 2.5. (opération S, ordinal n) Pour tout ensemble A, on pose
S(A) = AU{A}. Pour n entier naturel, on note n ordinal S™(()).

Par exemple, on trouve:

0=0,
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1=15(0) = {0},
2=5(1)=10{1} ={0} u{1} ={0,1},

3=25(2)=20{2} ={0,1} U{2} = {0, 1,2}, etc.
On constate sur ces exemples que les éléments de 'ordinal n se trouvent étre
des ordinaux, et plus précisément les ordinaux k pour k < n. Cette propriété est
générale :

PROPOSITION 2.6. (ordinaux n) Pour tout entier n, 'ordinal n a exactement
n éléments, a savoir les ordinaux k pour k < n.

DEMONSTRATION. On raisonne par récurrence sur n. Pour n = 0, c’est-a-dire pour 0, le
résultat est vrai. Supposons n > 0, et posons m :=n — 1. On a alors n = m U {m}, donc les
éléments de n sont d’une part les éléments de m, c’est-a-dire, par hypothese de récurrence, les
m ordinaux k avec k < m, d’autre part 'unique élément de {m}, c’est-a-dire m, dont on sait
par le lemme 2.4(i7) qu’il n’appartient pas & m. Donc n a n éléments et ce sont les ordinaux k
avec k < n. O

On note deux résultats valables pour tous les ordinaux, qu’ils soient du type n
ou non :

LEMME 2.7. (figure 9) Tout élément d’un ordinal « est un ordinal strictement
inclus dans o.

DEMONSTRATION. Soit o un ordinal, et x un élément de a. Puisque « est transitif, z € «
implique z C . On veut montrer que x est un ordinal. Supposons d’abord z € y € z. Puisque
x est inclus dans «, on déduit y € a, puis z € a puisque « est transitif. Puisque la restriction
de € a « est une relation transitive et que z, y, et = sont éléments de «, on déduit z € x, et =
est un ensemble transitif.

Puisque x est inclus dans «, la relation €, est la restriction a x de €[,, donc, par la
proposition 1.9, cette restriction est un bon ordre. Par conséquent, x est un ordinal.

Finalement, on a vu que z est inclus dans «. L’inclusion est stricte, car, par le Lemme 2.4(ii),
x est dans o mais pas dans x. O

~N )

oc
®

)

FIGURE 9. Structure des ordinaux: chaque ordinal a est lui-méme un ensemble
d'ordinaux inclus dans «; I'ordinal S(«) est la réunion de o et de {a} : ses éléments
sont donc les éléments de «, ainsi qu'a lui-méme

Si A est un ensemble non vide d’ensembles, on note (| A V'intersection de A,
c’est-a~dire 'ensemble des éléments qui sont dans tous les éléments de A.

LEMME 2.8. Si A est un ensemble non vide d’ordinaux, (| A est un ordinal.
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DEMONSTRATION. Posons a = (A = {3; Va€A (8 € «)}. Par hypothese, tout élément
de A est un ordinal, donc est transitif, done, par le lemme 2.2(éi7), Pensemble a est transitif.
Soit a un élément quelconque de A. D’abord tout élément de a est élément de «, donc est un
ordinal. Soient (3,7, des éléments de a, donc de a. Par le lemme 2.4(i7), on a 8 ¢ (5. Ensuite,
siona f3 € vy €4, le fait que « soit un ordinal entraine 3 € 4. Donc la restriction de € & a est
un ordre strict. Enfin, soit X une partie non vide de a. Alors X est une partie non vide de «,
donc elle possede un plus petit élément § vis-a-vis de €[, c’est-a-dire qu'on a § € you § =~
pour tout élément v de X. Ceci signifie que 8 est plus petit élément de X vis-a-vis de €],.
Donc la relation €[, est un bon ordre, et par conséquent a est un ordinal. O

2.3. L’ordre sur les ordinaux.

» On vient de voir que tous les éléments d'un ordinal sont des ordinaux.
On montre ici une sorte de réciproque, a savoir que, si « et 3 sont des
ordinaux distincts et que « n'est pas élément de [3, alors nécessairement
0 est élément de «. Cette propriété permet de construire un ordre total,
et méme un bon ordre, sur les ordinaux: on en tire un schéma d'induction
sur les ordinaux. <

LEMME 2.9. La restriction de la relation € aux ordinaux est un ordre strict.

DEMONSTRATION. Le lemme 2.4(:4) affirme que o € « est impossible pour tout ordinal a.
Par ailleurs, si «, 3, vérifient a € 3 € ~, alors, puisque, par définition, « est un ensemble
transitif, on a o € . Donc la restriction de € aux ordinaux est antiréflexive et transitive: c’est
un ordre strict. O

DEFINITION 2.10. (ordre) Si a, 8 sont des ordinaux, on dit que « est plus petit
que 3, noté a < 3, si « est élément de (5.

EXEMPLE 2.11. Par construction, on a toujours o € S(«) et donc, puisque
S(«) est un ordinal, on a a < S(«). En particulier, on a n < n + 1 pour tout
entier n. Plus généralement, la proposition 2.6 montre que, pour m,n entiers,
m < n équivaut a m < n.

PROPOSITION 2.12. (ordre) (i) Tout ordinal coincide avec I'ensemble des or-
dinaux plus petits que lui.
(74) L’ordre large associé a la restriction de € aux ordinaux est l'inclusion: si cv, 3
sont des ordinaux, o C (3 est vrai si et seulement si on a soit a € 3, soit o = 3
— autrement dit, o € 3 équivaut a o & 3.
(1i1) Pour chaque ordinal «, l'ordinal S(«) est succeseur immédiat de « : on a
a < S(a), et a < [ entraine S(«) < 3. De plus, S est strictement croissante:
a < [ entraine S(a) < S(fB).

DEMONSTRATION. (i) Soit o un ordinal quelconque. Alors « est I'ensemble de ses éléments.
Par le lemme 2.7, ceux-ci sont des ordinaux, donc « est I’ensemble des ordinaux qui sont éléments
de a: par définition, c’est donc ’ensemble des ordinaux plus petits que a.

(#4) Supposons a < . Nous avons ou bien a@ < 3, donc, par définition, o € (3, ce qui,
puisque [ est transitif, entraine o C (3, ou bien o = 3, donc aussi a C . Dans tous les cas,
a < (0 entraine o C 5.

Inversement, supposons o C 3. Alors on a ou bien o = 3, donc a < f3, ou bien a & 3. Dans
ce cas, 8\ « est une partie non vide de a et, puisque (53, € [ﬁ) est un ensemble bien ordonné,
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cette partie 8\ a posséde un plus petit élément o, qui est un ordinal comme tout élément de 3.
On va montrer o/ = «, qui, puisque « est dans 3, donne « € 3, donc a < 3, d’ou a fortiori
a < 6.

Soit v € a quelconque. Puisque « est inclus dans 3, on a v € 3, et y est comparable avec o’ :
l'une des trois relations v € o/, v = &/, o’ € v est vraie. Or v = o donnerait v ¢ « puisque o’
est dans 3\ «, contredisant ’hypothése v € a. De méme, puisque « est un ensemble transitif,
o/ € v entrainerait o/ € «, contredisant le fait que o’ est dans 8\ a. On a donc nécessairement
v € a',donc a C o

Inversement, supposons vy € o’. Puisque 3 est un ensemble transitif, v est dans (3, et alors
la définition de o’ comme plus petit élément de 8\ « entraine v € . On a donc o’ C a, et,
finalement o/ = o, comme annoncé.

(797) La relation a € S(a), c’est-a-dire av < S(«v), est vraie par définition. Supposons a < 3.
On a alors « € 8, donc {a} C 3, et, d’autre part, @ < 8 done, par (ii), « C 8. On a donc
aU{a} C g, soit, toujours par (i), S(a) < 8. Par ailleurs, on vient de voir que a < 3 entraine

S(a) < B < S(B), dott S(a) < S(B). O
L’ordre des ordinaux est un bon ordre au sens suivant :

PROPOSITION 2.13. (bon ordre) Tout ensemble non vide d’ordinaux A pos-
sede un plus petit élément, a savoir [ A.

DEMONSTRATION. Posons o = () A. Par le lemme 2.8, « est un ordinal. Par construction,
on a a C 3 pour tout 3 dans A, soit, par la proposition 2.12(iz), @ < 8. Supposons que, pour
tout B dans A, on a a < 3, c’est-a-dire o € . Alors, par définition, on « € [ 4, soit a € «,
contredisant le lemme 2.4(i7). La seule possibilité est donc qu’il existe § dans A pour lequel on
a a = (3, c’est-a-dire que « appartient & A, et donc « est plus petit élément de A. O

Appliquant ce qui précede a la paire {«a, 3}, on déduit :

COROLLAIRE 2.14. Pour chaque paire d’ordinaux {«, 3}, I'une exactement
des trois relations o € 3, o = 3, } € « est vérifiée.

> Autrement dit, l'ordre des ordinaux est un ordre total. En vertu de la proposition 2.12(i), le
segment initial de la suite des ordinauxr déterminé par un ordinal o, c’est-a-dire I’ensemble des
ordinauz plus petits que o, coincide avec a : cette propriété peu intuitive résulte de la définition
des ordinauz choisie. A ce point, nous pouvons commencer a représenter la suite des ordinauz
comme sur la figure 10: il s’agit d’une suite totalement ordonnée, O en est le plus petit élément,
et chaque ordinal o a un successeur immédiat qui est S(a), de sorte que 1 est le second élément,

2 le troisiéme, etc. N
01234 .. a S(a)...
@ ng tng GG w— Oy R

FIGURE 10. La suite des ordinaux (1): cette figure est analogue a la figure 9,
mais on oublie la structure interne des ordinaux pour ne retenir que leur ordre

> Comme la collection des ordinauxr — on évite de dire l’ensemble, on va voir sous peu qu’il
n’existe pas d’ensemble de tous les ordinaux — est bien ordonnée, il est immédiat qu’on peut
mimer la proposition 1.7 et énoncer un principe d’induction sur les ordinaux. Vue son impor-
tance cruciale dans toute la suite, on réénonce le résultat dans le cas spécifique. Noter qu’il y a
deuz versions, suivant qu’on considére tous les ordinauz, ou simplement les ordinaux plus petits
qu’un ordinal donné. N
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PROPOSITION 2.15. (induction) Soit P(«) une propriété pour laquelle le principe
de séparation est valide *.

(1) Supposons que, pour tout « plus petit que 0, la propriété P(«) est vraie
dés que P(3) I'est pour § < . Alors P(«) est vraie pour tout ordinal a plus petit
que 0.

(17) Supposons que P(«) est vraie des que P([3) l'est pour § < . Alors P(«)
est vraie pour tout ordinal c.

DEMONSTRATION. Le point (i) est I'application de la proposition 1.7 & ’ensemble bien
ordonné (0, <). Pour (ii), on redonne un argument direct — faute de pouvoir parler de
I’ensemble de tous les ordinaux. Supposons qu’il existe un ordinal « tel que P(a) soit fausse.
Soit X := {8 € a; P(B) est fausse}. L’hypotheése de séparation sur P garantit lexistence de
I’ensemble X, et I’hypothese d’induction en « implique que X n’est pas vide. Donc X a un
plus petit élément, disons §. Mais cela signifie que P(3) est fausse, alors que P(y) est vraie
pour v < [, contredisant I’hypotheése d’induction en . La seule possibilité est donc qu’il
n’existe pas d’ordinal « tel que P(«) soit fausse. O

2.4. Borne supérieure; ordinaux limites.

» On montre que tout ensemble d'ordinaux posséde une borne supérieure
qui est un ordinal; on en déduit qu'il n'existe pas d'ensemble de tous les
ordinaux. On introduit I'ordinal w, et la notion d’ordinal limite. <

> On a montré que l’intersection d’un ensemble d’ordinauz est un ordinal, plus petit élément
de l’ensemble considéré. Quand on considere l'union, on a des résultats symétriques, a ceci preés
que l'ordinal obtenu est borne supérieure, mais pas forcément élément de ’ensemble, donc n’est
pas forcément plus grand élément. N

PROPOSITION 2.16. (borne supérieure) Tout ensemble d’ordinaux A possede
une borne supérieure, a savoir | JA.

DEMONSTRATION. Posons a = [JA. Par hypothese, les éléments de A sont des ordinaux,
donc sont transitifs, et le lemme 2.2(ii7) entraine que a est transitif. Ensuite, soient «, 3,7
des éléments de a. Puisque « est un ordinal, on a a ¢ « par le lemme 2.4(ii). D’autre part,
o € B € « entralne o € « puisque v est un ordinal. Donc, la relation €[, est un ordre strict
sur a.

Soit X une partie non vide de a. Posons « := [ X. Puisque X est un ensemble d’ordinaux,
la proposition 2.13 garantit que « est un ordinal et que c’est le plus petit élément de X, c’est-
a~dire qu’on a a € (3 pour tout élément 5 de X distinct de . C’est dire que €[, est un bon
ordre et, par conséquent, a est un ordinal.

Pour tout « dans A, on a a C a, soit a < a, donc a est un majorant de A. Ensuite,
supposons que [ est un minorant strict de a. Cela signifie qu'on a § < a, soit 8 € |JA. Par
définition de I'union, cela signifie qu’il existe v dans A tel qu’on ait § € «, donc 8 < «, et §
n’est pas un majorant de A. Par conséquent, a est le plus petit des majorants de A, c’est-a-dire
qu’il en est borne supérieure. O

a

Une conséquence directe est que les ordinaux ne forment pas un ensemble :

4Comme pour la proposition 1.7, la restriction sur la propriété P tient au flou de la formu-
lation ; tout ceci sera précisé dans le chapitre TII.
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PROPOSITION 2.17. (paradoxe de Burali-Forti) Aucun ensemble ne contient
tous les ordinaux.

DEMONSTRATION. Supposons qu’il existe un ensemble contenant tous les ordinaux. Alors,
par séparation, il existe un ensemble €2 de tous les ordinaux. Par la proposition 2.16, [ J$2 est un
ordinal, et on a a < [JQ pour tout ordinal a dans 2, donc pour tout ordinal «. En particulier,
on a [JQ < S(UN) < UQ, dou U2 € U, contredisant le lemme 2.4(47). O

L’application de la proposition 2.16 a la famille des ordinaux n mene a un
nouvel ordinal :

DEFINITION 2.18. (omega) On note w la borne supérieure des ordinaux n
pour n entier.

> L’ordinal w est le premier ordinal plus grand que tous les ordinaux finis. Par construction,
il se trouve contenir tous les ordinaux n, et est donc un ensemble infini ainsi qu’en témoigne
lingection non surjective n +— n + 1. Par conséquent, w est le premier ordinal infini.

Le point important pour la suite est que w vient aprés tous les ordinaux finis, ce que Cantor
exprimait par le qualificatif transfini. Qu’en tant qu’ensemble, l'ordinal w se trouve étre infini
résulte de la construction adoptée ici, mais c’est un point secondaire — méme si, et c’est
dommage, l'adjectif « infini» a pris le pas sur « transfini» dans l'usage. N

LEMME 2.19. La relation w = | Jw est vérifiée.

DEMONSTRATION. Comme k < n entraine k € n, les éléments des éléments de w coincident
avec les éléments de w. O

> Le lemme 2.19 suggére d’étudier systématiquement l’ensemble | Ja quand « est un ordinal.
Ceci méne d partitionner les ordinauz (non nuls) en deuz familles complémentaires. N

LEMME 2.20. Pour tout ordinal «,

- ou bien 8 < « entraine S(f) < « pour tout 3, et on a alors | Ja = «,

- ou bien il existe [ tel qu'on ait « = S(f3), et on a alors | Ja = f3.

DEMONSTRATION. Soit o un ordinal quelconque. Par définition, « est un ensemble transitif,
donc on a | Ja C «, soit, puisque | Ja est un ordinal par la proposition 2.16, | Ja < «. Par ailleurs,
par la proposition 2.12(iii), 8 < « entraine S(8) < a. Deux cas sont possibles: ou bien on a
S(B) < a pour tout 8 < «, ou bien il existe § < « vérifiant S(8) > «, auquel cas on a
nécessairement S(f5) = a.

Dans le premier cas, § < « entraine § < S() < a, soit 8 € S(B) € «, et donc § € o
Par conséquent, on a o C [ Ja, et donc [Ja = o d’aprés ce qui est au-dessus.

Dans le second cas, v < ( entraine v € 8 € «, donc v € Ja, d’out 8 C |Jo. Inversement,
par construction, on a (Ja = |J(S(8)) = JBUS C 8, donc Ja C 3, et, finalement, | Jo = 4. O

DEFINITION 2.21. (successeur, limite) Un ordinal v est appelé successeur (resp.
limite) §'il existe § vérifiant « = S(f) (resp. si « est distinct de 0 et vérifie
a=a).

EXEMPLE 2.22. Les ordinaux 1, 2, ... sont des ordinaux successeurs, tandis
que w est un ordinal limite, et c’est le plus petit ordinal limite. La suite des
ordinaux continue ensuite avec de nouveaux ordinaux successeurs: S(w), S?(w),
etc. On peut donc raffiner un peu la représentation des ordinaux comme suggéré
sur la figure 11.
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01234 .. w | $w)
(OO0 000 0000 do__06__0__6

ordinaux finis <—|—> ordinaux infinis

FIGURE 11. La suite des ordinaux (2): I'ordinal w n'est successeur d'aucun
ordinal, mais c'est la limite des ordinaux plus petits; comme la suite des ordinaux
n'est pas un ensemble, il est naturel de I'imaginer tres longue.

> L’appellation d’ordinal limite provient de la topologie. Pour chaque ordre total sur un en-
semble A, on introduit la topologie dont une base d’ouverts est la famille des intervalles ouverts
la,b[. La topologie de R s’obtient ainsi & partir de Uordre des réels, de méme que la topologie
discréte sur Z puisque chaque singleton dans Z est un intervalle ouvert. Dans le cas des or-
dinauzx, noter que chaque intervalle ouvert |, B[ coincide avec Uintervalle semi-ouvert [S(«), B].

N

PROPOSITION 2.23. (topologie) Un ordinal non nul est limite (resp. succes-
seur) si et seulement si ¢’est un point d’accumulation (resp. un point isolé) pour
la topologie de I'ordre.

DEMONSTRATION. Soient A un ordinal limite, et U un ouvert contenant A. Par définition, il
existe un intervalle ouvert e, [ inclus dans U et contenant A. On a donc v < A < §. Alors S(«)
est un autre point de cet intervalle, donc de U, ce qui montre que X est point d’accumulation (&
gauche). Inversement, supposons a = S(5). Alors on a {a} = |3, S(«)], et a est donc un point
isolé. O

La partition des ordinaux en 0, ordinaux successeurs et ordinaux limites

permet de reformuler le principe d’induction dans des termes plus voisins de
I'induction sur les entiers:

PROPOSITION 2.24. (induction II) Soit P(«) une propriété pour laquelle la
séparation est valide. Supposons que

« P(0) est vraie;

o si P(«) est vraie, alors P(S(«)) l'est aussi,

e si A\ est limite et si P(a) est vraie pour o < A, alors P()\) est vraie.
Alors P(«) est vraie pour tout ordinal a.

DEMONSTRATION. Comme pour la proposition 2.15, si P(a) n’était pas vraie pour tout a,
il existerait un plus petit élément a tel que P(a) soit fausse, et les trois clauses de 1’énoncé
interdisent respectivement que « soit (), un ordinal successeur, et un ordinal limite. O

2.5. Le théoreme de comparaison.
» On montre que tout ensemble bien ordonné est isomorphe a un
unique ordinal. <

> A chaque ordinal o est associé un bon ordre, a savoir € [,. Les ordinauz constituent donc
une famille particuliére d’ensembles bien ordonnés. Un des intéréts de cette construction est
que cette famille fournit un représentant distingué et un seul pour chaque type de bon ordre. <

PROPOSITION 2.25. (comparaison) Tout ensemble bien ordonné est isomorphe
a un unique ordinal.
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DEMONSTRATION. Essentiellement, le résultat est dans la proposition 1.18: si (A, <) est un
ensemble bien ordonné, alors on le compare a la suite des ordinaux, et la proposition dit que ou
bien (A, <) est isomorphe & la suite des ordinaux entiére, ou bien cette derniere est isomorphe
& un segment initial de (A, <), ou bien (A4, <) est isomorphe & un segment initial de la suite des
ordinaux. Les deux premiers cas sont exclus car la suite des ordinaux n’est pas un ensemble,
donc il ne reste que le troisieme cas, et, comme un segment initial de la suite des ordinaux est
un ordinal, on a le résultat escompté.

Comme la proposition 1.18 ne concerne que deux ensembles bien ordonnés, I'argument
précédent peut paraitre un peu rapide, et on peut le reprendre. Soit (A, <) un ensemble bien
ordonné quelconque. On considere la correspondance F' de A vers les ordinaux définie par

F(a) = « si et seulement si I (a) est isomorphe a (a, €).

Comme dans la section 1, F est fonctionnelle, c¢’est-a-dire qu’il existe au plus une valeur de «
pour chaque valeur de a, et injective, c’est-a-dire qu’il existe au plus une valeur de a pour
chaque valeur de . Donc F' établit un isomorphisme de son domaine sur son image.

Le méme argument que dans la section 1 montre que le domaine de F' est A ou un segment
initial de (A4, <), et que 'image de F' est la suite entiere des ordinaux, ou un segment initial
de celle-ci, et que le cas «segment initial + segment initial » est impossible. Comme aucun
ensemble ne contient tous les ordinaux, le cas ou 'image serait toute la suite des ordinaux est
exclu®, et le seul cas restant est celui ou le domaine de F est A et ou I'image de F est un
segment initial de la suite des ordinaux, c’est-a-dire, par construction, un ordinal. On a donc
ainsi un isomorphisme de (A4, <) sur un ordinal.

Celui-ci est unique, puisque, par le lemme 1.17, un bon ordre n’est jamais isomorphe a un
de ses segments initiaux. O

3. Arithmétique ordinale

» On définit sur la collection des ordinaux trois opérations, la somme, le
produit, et |'exponentiation, qui prolongent les opérations arithmétiques
des nombres entiers. <

> Comme chaque classe d’isomorphisme de bons ordres contient un unique ordinal, chaque
opération sur les bons ordres induit immédiatement une opération similaire sur les ordinaux via
une définition du type « ax 3 est l'unique ordinal isomorphe da...». L’application du principe
aux opérations de la section 1 mene naturellement aux opérations dites arithmétiques sur les
ordinauz.

L’un des intéréts immédiats de l’introduction des opérations arithmétiques sur les ordinaux
est la possibilité de nommer beaucoup plus d’ordinauz que ce qu’on a fait jusqu’a présent, et,
de la, de rendre plus concréte la richesse de la suite des ordinaux. N

3.1. Un critére.

» On donne un critere général permettant d'établir des inégalités entre
ordinaux. |

> Dans la suite, on affirmera souvent soit des égalités, soit des inégalités strictes ou larges entre
des ordinauz, eur-mémes introduits comme les uniques ordinaux isomorphes a divers ensem-
bles bien ordonnés. La méthode de démonstration consiste dans la plupart des cas a appliquer
le critére suivant. On le donne sous forme de conditions suffisantes en vue des utilisations
ultérieures, mais on pourra noter que les conditions sont également néécessaires. N

5cet argument de bon sens n’est pour le moment étayé par aucune démonstration véritable;
on y reviendra au chapitre III — comme du reste sur ’ensemble des démonstrations de ce
chapitre
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LEMME 3.1. Supposons que « et 3 sont deux ordinaux respectivement iso-
morphes a des ensembles bien ordonnés A et B.
(1) Pour montrer o = (3, il suffit de construire une bijection strictement croissante
de A sur B.
(7) Pour montrer o < (3, il suffit de construire une bijection strictement crois-
sante de A sur un segment initial de B.
(7i1) Pour montrer o < (3, il suffit de construire une injection strictement crois-
sante de A dans B.

DEMONSTRATION. Le point (i) n’est qu'une reformulation de I'unicité dans la proposi-
tion 2.25. Pour (47), l'existence d’un isomorphisme de A dans un segment initial de B entraine
celle d’un isomorphisme de (a, <) sur un segment initial de (3, <). Or le segment initial de (5, <)
déterminé par un élément y se trouve coincider, en tant qu’ensemble, avec v lui-méme. Dire
que (a, <) est isomorphe au segment initial de (3, <) déterminé par v équivaut donc & dire que
« est égal a 7y, et on a alors a =y < (.

Pour (#i7), une injection croissante de A dans B fournit par transport une injection crois-
sante, disons f, de (a, <) dans (8,<). Si on avait 8 < «, application f serait une injec-
tion croissante de (3, <) dans un de ses segments initiaux, contredisant la démonstration du
lemme 1.13. Donc 3 < « est faux, et, comme ’ordre des ordinaux est un ordre total, la seule
possibilité est a < 3. O

> On notera que l’existence d’une injection strictement croissante non surjective de (o, <)
dans (,<) n'entraine pas a < (3 : par exemple, Uapplication o — S(a) est une injection
strictement croissante non surjective de (w,<) dans lui-méme, et pourtant on n'a pas w < w.
On ne peut conclure a une inéqalité stricte que dans le cas particulier ou l’image de linjection
est un segment initial du second ordinal. <

3.2. Addition ordinale.

» La premiere, et plus simple, opération est |'addition des ordinaux,
calquée sur |'addition des bons ordres. <

> L’addition ordinale ressemble d l'addition des entiers, dont elle est (4 isomorphisme preés)
une extension, mais des différences importantes apparaissent dés qu’on considére les ordinauz
infinis. En particulier, l’addition ordinale n’est pas commutative. N

DEFINITION 3.2. (addition) Pour «, 3 ordinaux, on définit a+3 comme I'unique
ordinal v tel que (v, €) soit isomorphe a («, €) + (3, €).

EXEMPLE 3.3. Pour n et k entiers, 'ordinal n + k est un ordinal qui a n + k
éléments, il s’agit donc nécessairement de 'ordinal n + &k : 'application n — n
est un homomorphisme injectif de (N, +) dans les ordinaux munis de 'addition.
Donc, en considérant que 'ordinal n est une copie de I'entier n, on peut dire que
I’addition ordinale prolonge ’addition des entiers.

Calculons maintenant 1+ w. Il s’agit de déterminer 'unique ordinal v tel que
l'ordre-somme (1, €) 4 (w, €) soit isomorphe a (y, €). Or définissons [ : l1Ww —w
par f((0,1)) = 0 et f((0,2) = S(#) pour 6 € w. L’application f est injective,
puisque S lest, et surjective puisque, par construction, tout élément de w est
soit 0, soit le successeur d’un élément de w. Donc f est une bijection. De plus, f
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est strictement croissante puisque f((0,1)) vient avant tout élément de la forme
f((0,2)). Par le lemme 3.1(7), on déduit 1'égalité 1 +w = w. Cette égalité montre
que l'addition des ordinaux n’est pas commutative: on a 1+w = w # S(w) = w+1.
De méme, elle montre que 'addition des ordinaux n’admet pas la simplification
a droite: on a 1 +w = 0 4+ w, et pourtant on n’a pas 1 = 0.

PROPOSITION 3.4. (addition) (i) On a toujours a +0 =0+ a = a.
(#7) On a toujours a« +1 = S(). On a 1 + o = S(a) pour « fini, et 1 + o = «
pour « infini.
(i4i) L’addition ordinale est associative: on a toujours («+ ) +~v = a+ (8+7).

DEMONSTRATION. (i) L’application f définie par f((f,1)) = 0 est une bijection de AW
sur A, et elle est croissante vis-a-vis de ordre somme de (A4, <) et (0, €). Par le lemme 3.1(z),
on déduit o + 0 = «. L’argument est similaire pour 0 + «.

(it) L’application f définie par f((0,1)) = 0 pour 6 € o, et f((0,2)) = a définit une bijection
de a W {0}, c’est-a-dire de a W1, sur S(«a). Cette bijection est croissante de (o, <) + (1, <) dans
(S(a), <), car, dans (a, <) + (1, <), élément (0,2) est placé apres tous les éléments (6,1), de
méme que, dans (S(«a), <), 'élément « est placé apres tous les éléments 6 de a. Toujours par
le critere du lemme 3.1(7), on déduit o + 1 = S(«).

Une construction symétrique définissant f de 16« dans S(«) par f((0,1)) =0et f((0,2) =
S(0) pour 6 € « fournit une injection croissante de (1, <) + (o, <) dans (S(«), <), mais rien ne
permet d’affirmer la surjectivité en général: le lemme 3.1(4i7) donne seulement 14+a < S(a). On
distingue deux cas. Supposons d’abord o < w, c’est-a-dire « fini. Alors f est surjective, et on
déduit 1+« = S(«). En effet, 'image de f consiste en 0 et en tous les ordinaux S(6) pour 8 € «,
c’est-a-dire en 0 et en tous les ordinaux successeurs plus petits que S(«): comme «, et S(«),
sont finis, tous les ordinaux plus petits que S(«) et distincts de 0 sont successeurs. Supposons
maintenant o > w. Alors w n’appartient pas & l'image de f. Définissons g : {0} W o — « par
9((0,1)) =0, g((#,2)) = S(0) pour 8 € w, et g((0,2)) = 0 pour 6 € a avec 6 > w. Alors g est
une bijection croissante, impliquant 1 + o = «.

(29¢) Il suffit de montrer que ((o,€) + (8,€)) + (7, €) et (a,€) + ((8,€) + (v,€)) sont
isomorphes, ce qui résulte de la proposition 1.22. O

Les liens entre ’addition et 'ordre des ordinaux étendent eux aussi ceux qui
existent dans le cas des entiers, a ceci pres qu’il faut distinguer entre addition a
gauche et addition a droite.

LEMME 3.5. Pour «, ( ordinaux, o < (3 est vrale si et seulement il existe
non nul vérifiant o + 6 = 3.

DEMONSTRATION. Par construction, (a, €) est un segment initial de («a, €) + (4, €), donc
a+ § = (3 entraine o < (. Inversement, supposons o < 3. Alors (8 \ a, €) est un ensemble
bien ordonné, donc il est isomorphe & un ordinal §. Par construction, (o, €) est le segment
initial de (3, €) déterminé par «, c’est-a-dire qu'on a o = {y € 3; v < a}. Donc, dans l'ordre
sur 3, tous les éléments de (8 \ « sont apres tous les éléments de «, ce qui est dire qu'on a
(8,€) 2 (a,€) + (B\ o, €), donr Iégalité o + § = L. O

PROPOSITION 3.6. (addition et ordre) (i) Pour chaque ordinal o, 'addition
de « a gauche est une opération strictement croissante et continue: 3 < (3’ entraine
a+ B <a+ ), et, pour X limite, on a a + A = supz_, (o + ).
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(7i) Pour chaque ordinal (3, I'addition de (3 a droite est une opération non décrois-
sante et semi-continue inférieurement : o < o' entraine o+ (3 < o’ + 3, et, pour A
limite, on a A + 3 = sup,.,(a + ).

DEMONSTRATION. (i) Supposons 3 < /3'. L’application f définie par f((6,1)) = (6,1) pour
6 dans a et f((6,2)) = (6,2) pour 6 dans [ est une injection strictement croissante de (a, <) +
(8, <) sur le segment initial de (o, <) + (', <) déterminé par o + . Par le lemme 3.1(7%), on
déduit o+ < a+ 0.

Supposons A limite. D’apres ce qui précede, 5 < A entraine a+ 3 < a+ A, donc, en passant
a la borne supérieure, on a supgy(a + 3) < a + A. Inversement, soit § < o+ A. Alors ou bien
on a f < «, ou bien, par le lemme 3.5, il existe § vérifiant # = o + §. Dans ce cas, 8 < a + A
entraine & < \: il existe donc 3 plus petit que A, & savoir 3 = 4, tel qu’on ait 0 < a + 3, et on
a donc o+ A < sup5<)\(oz +09).

(#4) Supposons a < «'. L’application g définie par ¢((0,1)) = (6,1) pour § dans « et
f((6,2)) = (6,2) pour 6 dans 3 est une injection strictement croissante de (o, <) + (3, <) dans
(o, <) + (B,<). Par le lemme 3.1(éi%), on déduit o + 8 < o’ + 3. Supposons enfin A limite.
D’apres ce qui précede, ov < A entraine A+ 8 > a+ 3, d'ou A+ 5 > sup, (o + 3). O

D’apres (i), 'addition ordinale admet la simplification & gauche: a+3 = a+ '
entraine 3 = /', et, de 14, I'ordinal § du lemme 3.5 est unique®. Les résultats du
point (i) sont optimaux: on a 0 < 1 mais 0 +w = 1+ w, donc a < o’ n’entraine
pas a + 3 < o/ + (; de méme, on a w + 1 > sup,.,(a + 1) = w, donc, pour A
limite, A + (3 n’est pas nécessairement égal a sup,.,(a + ).

La proposition 3.6 meéne a une caractérisation récursive de ’addition ordinale,
ou plus exactement des translations a gauche associées.

COROLLAIRE 3.7. Pour tout ordinal o, la translation a gauche pour Iaddition
de «, c’est-a-dire 'application 6 — « + 0, est déterminée par les relations

(3.1) a+4+0=a, a+5(8) =S5(a+pB), a+ A =sup(a+ ) pour X limite.
B<A

w—+1 wtw

01 2 3 4 .. w | w2 ... | /w+w+l
ordinaux finis <—|—— ordinaux inﬁni§r wHw—+2
w+w+w—|—w\ f w+w

OO0

FIGURE 12. La suite des ordinaux (3): I'opération 6 — 6 + w permet de faire
des sauts de taille w inaccessibles a |'opération successeur, par exemple w 4+ w ou
wtwtw

6Cet ordinal pourrait étre noté 3 — «, mais ce serait une option maladroite car, dans un
contexte non commutatif, o devrait plutot figurer a gauche de .

A 4
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3.3. Multiplication ordinale.

» La seconde opération est le produit. La multiplication ordinale pro-
longe celle des entiers, mais, comme dans le cas de |'addition, des
différences apparaissent avec les ordinaux infinis, et, en particulier, la
multiplication ordinale n’est ni commutative, ni distributive a droite par
rapport a I'addition. Par contre la division euclidienne se prolonge. <«

DEFINITION 3.8. (multiplication) Pour «, # ordinaux, on définit « - 3 comme
I'unique ordinal v tel que (v, €) soit isomorphe a (a, €) x (53, €).

EXEMPLE 3.9. (multiplication) Pour n et k entiers, l'ordinal n-k est un ordinal
qui a nk éléments, il s’agit donc nécessairement de l'ordinal nk : I'application
n — n est un homomorphisme injectif de (N, x) dans les ordinaux munis du
produit. A l'identification de n avec n pres, la multiplication ordinale prolonge
celle des entiers naturels.

Comme autre exemple, calculons 2 - w. Il s’agit de w copies de 2, c¢’est-a-dire
de {0, 1}, placées bout a bout. Définissons f : {0,1} x w—w par f((0,0)) =0+0
et f((1,0)) = 6 + 60 + 1. Alors f est une bijection strictement croissante de
(2,<) X (w,<) sur (w,<). On a donc 2w = w.

PROPOSITION 3.10. (multiplication) (i) On a toujours a-0 =0-«a = 0, et
l-a=a-1=a.
(7i) La multiplication ordinale est associative et distributive a gauche par rapport
a laddition : on a toujours (a- ) -v=a-(8-v)eta-(f+7)=a -+ a-7.

DEMONSTRATION. (i) Comme les produits cartésiens o x @) et (} X o sont vides, les deux
premicres égalités sont claires. Ensuite, les applications définies par 6 — (6,0) et 6 — (0,6)
établissent une bijection de « sur a x {0} et {0} x « respectivement. Ces bijections sont stricte-
ment croissantes, et on obtient les deux dernieres égalités.

Le point (#4) est une application directe de la proposition 1.26 sur l'addition et la multipli-
cation des ordres. O

Comme on a 2 =1+ 1, la distributivité de la multiplication entraine a - 2 =
«a + « pour tout ordinal « et, inductivement, - n = a + - - - + «, n fois «, pour
tout entier n. En particulier, on a w - 2 = w + w. Par contre, on a vu qu’on a
2 - w = w. Donc la multiplication ordinale n’est pas commutative ; puisqu’on a

<l+l>.w:z.w:w%w+w:l.w+l.w7
et donc la multiplication ordinale n’est pas non plus distributive a droite par
rapport a 'addition.

> Le résultat technique suivant est une premiére étape en direction de la division euclidienne.
1l sera précisé plus loin, mais permet d’établir facilement la compatibilité de la multiplication
ordinale avec ’ordre des ordinaux. N

LEMME 3.11. Pour tout ordinal ~ vérifiant v < « - (3, il existe un couple
d’ordinaux (p, o) avec p < o et 0 < [ vérifiant vy = o - 0 + p.
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01 2 3 4 ik o 2
PN ...w lwtl - ...w._ w2+1
ordinaux finis «—|—> ordinaux infinis w242
w-4 w3

ww ww+ lwwtw W-w-w Www-w
l [ wwtw? | |

FIGURE 13. La suite des ordinaux (4) : grace a la multiplication ordinale, on
peut enrichir a nouveau le schéma. Noter quon a w -2 =w+w, w-3 =w +
w + w, etc. L'opération 6 +— 6 - w permet de faire des sauts encore plus grands, et
d’atteindre des ordinaux inaccessibles a I'addition comme w - w ou w - w - w.

DEMONSTRATION. Le résultat étant vide pour o = 0, on suppose o > 0. Par définition, il
existe un isomorphisme f de (a, €) x (8, €) sur (a3, €). Soit v un ordinal plus petit que « - 3,
donc, par construction, un élément de « - 3. Posons (p,0) = f~1(y). Par construction, on a
p < aet o < (. Toujours par construction, (7, €) est le segment initial de (« - 3, €) déterminé
pae 7, et il est donc isomorphe au segment initial de (o, €) x (8, €) déterminé par (p,o). Par
définition de 'ordre produit, ce segment initial consiste en les couples (£,n) vérifiant & < « et
7 < o, suivis par les couples (7, o) vérifiant n < p. Il est donc isomorphe & l'ordinal « - o + p,
et onadoncy=a- -0+ p. O

PROPOSITION 3.12. (multiplication et ordre) (i) Pour chaque ordinal o dis-
tinct de 0, la multiplication par « a gauche est une opération strictement crois-
sante et continue : < (' entraine o -3 < « - [, et, pour A\ limite, on a
a-A=supg,a-f.

(11) Pour chaque ordinal (3, la multiplication par 3 a droite est une opération non
décroissante et semi-continue inférieurement : o < o' entraine o - 3 < o' - 3, et,
pour A limite, on a A - 3 > sup,, - (3.

DEMONSTRATION. (7) Supposons o > 1 et 8 < 3. L’application identité sur o x 3 définit
un isomorphisme de (o, <) x (3, <) sur le segment initial de («a, <) x (f’, <) déterminé par (0, 53).
Par le lemme 3.1(#%), on en déduit a- 8 < o - 3.

Supposons A limite. Le résultat précédent entraine o - A > supg., o - . Inversement,
supposons § < a-\. Par le lemme 3.11, il existe un couple (p, o) dans a x X vérifiant § = a-o+p.
On a donc

f=a-c+p<a-cta=a-ct+a-l=a (c+1)=a-S(o),
ce qui montre qu’il existe § plus petit que A, & savoir 8 = S(o), vérifiant < « - 5. On a donc
a-A<supgey a-f.

(#i) Supposons a < . L’application identité sur a x 8 définit une injection strictement
croissante de ((a, <) x (8, <)) dans (¢, <) x (8, <). Par le lemme 3.1(4i7), on en déduit - 5 <
a' - (. Pour A limite, on déduit o+ A > supg_y a - 3. O

Une conséquence du point (i) est que la multiplication ordinale restreinte aux
ordinaux non nuls admet la simplification a gauche: a- 3 = « - 3 entraine g = [’
pour @ # 0. Comme dans le cas de l'addition, le point (i7) est optimal : on a
0<l<2etl-w=2 -w=w,donc0 < a < & nentraine pas a- 3 < o' - 3 en
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général; de méme, on a w-2 > sup,,., n-2 = w, ce qui montre gye, pour A limite,
; ) . P
A - B n’est pas nécessairement égal a sup,., o - 3.
Une application de la proposition 3.12 est une caractérisation récursive des
translations a gauche associées a la multiplication ordinale.

COROLLAIRE 3.13. Pour tout ordinal «, la translation a gauche pour la mul-
tiplication par «, c’est-a-dire I'application x +— « - x, est déterminée par les
relations
(3.2) a-0=0, a-SP)=a-F+a, «a-X=sup(a-f) pour A limite.

B<A

On peut alors établir 'unicité des ordinaux mis en jeu dans le lemme 3.11,
et déduire I'énoncé optimal pour la division euclidienne des ordinaux, analogue
complet a la division euclidienne des entiers:

PROPOSITION 3.14. (division) Pour tout ordinal 3, et tout ordinal non nul «,
il existe un unique couple d’ordinaux (p, o) vérifiant f = « -0 + p avec p < a;
on a de plus o < f3.

DEMONSTRATION. Par la proposition 3.12(i4), 1 < « implique 8 =1-8< a- 3 < a-S(3).
Appliquant le lemme 3.11, on obtient 'existence de (p, o) vérifiant § = -0 + p avec p < a.
On obtient de plus 0 < a-0 < a0 + p = 3, donc nécessairement o < 3.

Reste & montrer 'unicité. Considérons deux ordinaux « -0 + p et -0’ + p’ avec p, p’ < a.
Supposons ¢ < ¢’, donc o + 1 < ¢’. On déduit des propositions 3.6 et 3.12

a-ct+p<a-ota=a-(c+1l)<a-o' <a-o +/p,

donc a o+ p # a- o’ + p'. Largument est symétrique pour ¢ > ¢’. Donc a-oc+p=a-o’ +p
entraine ¢ = ¢/, donc a -0 = «-0’, et de 1a p = p’ puisque l'addition ordinale admet la
simplification a gauche.. O

Noter que, dans la division ordinale, le quotient ¢ n’est pas nécessairement
plus petit que le dividende [ : la division de w par 2 est w = 2 - w + 0, avec un
quotient w égal au dividende, et un reste nul.

3.4. Exponentiation ordinale.
» La derniéere opération arithmétique est |'exponentiation. <

DEFINITION 3.15. (exponentiation) Pour «, 8 ordinaux, on définit a® comme
I'unique ordinal v tel que (v, €) soit isomorphe a (o, €)%€).

EXEMPLE 3.16. (exponentiation) Pour n, k entiers, k est un ensemble fini, et
n® est I'ensemble de toutes les applications de k dans n, est a donc n* éléments.
On a donc nécessairement n® = n*: 'exponentiation ordinale prolonge 1'exponentiation
des entiers.

Calculons 2. 11 s’agit de déterminer 1’ordinal isomorphe & ({0,1}, <)“<). Le
domaine est ici 'ensemble des fonctions de w dans {0,1} & support fini, c’est-a-
dire valant 1 pour un nombre fini de valeurs, et I'ordre est I'ordre lexicographique
inverse. Par construction, la fonction constante ¢y de valeur 0 est le plus élément.
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Si f, g sont distinctes de ¢y, et si, avec les notations de la démonstration de la
proposition 1.29, on a s1(f) < s1(g), c’est-a~dire si le plus grand élément du
support de f est plus petit que le plus petit élément du support de g, alors on
a f < g par définition. Pour chaque élément n de w, le nombre de fonctions f
de w dans {0, 1} vérifiant s1(f) = n est égal a 2". Il en résulte, classées par
ordre croissant, les fonctions de w dans {0, 1} a support fini sont d’abord ¢y, puis
I'unique fonction dont le s; vaut 0, puis les 2 fonctions dont le s; vaut 1, puis les
4 fonctions dont le s; vaut 2, les 8 fonctions dont le s; vaut 3 etec. L’ordre ainsi
obtenu est celui de w, et on a donc la valeur 2 = w.

PROPOSITION 3.17. (exponentiation) (i) On a toujours a® = 1, ol = a, et
1% =1; pour § #0, on a 0° = 0.
(ii) On a toujours a7 = aP - a7 et a7 = (o).

DEMONSTRATION. (i) Il existe une seule application (& support fini) de () dans «a, & savoir
I’application vide. L’ensemble o? est un singleton, et donc (a@,€) est isomorphe & (1, €).
L’application f — f(0) établit une bijection de a@) sur a, et, par définition des ordres, elle
est strictement croissante, d’ot1 ot = a. Ensuite, il existe une seule application (a support fini)
de § dans 1, & savoir I'application constante de valeur 0. On a donc toujours 17 = 1, puisque 1
est le seul ordinal & un élément. Enfin, si 3 n’est pas vide, il n’existe aucune application de
vers ensemble vide, donc on doit avoir 0% = 0.

Le point (iz) est conséquence directe de la proposition 1.30. O

Partant de (i7), une induction donne pour tout entier n 1’égalité o = a-. . .-,
avec n fois a. Comme dans le cas de I'addition et de la multiplication ordinales,
on étudie le comportement de ’exponentiation vis-a-vis de 1’ordre.

PROPOSITION 3.18. (exponentiation et ordre) (i) Pour chaque ordinal o dis-
tinct de 0 et 1, I’exponentiation de base o est une opération strictement croissante
et continue: 3 < (' entraine o < o', et, pour \ limite, on a o = SUPg ) aP.
(#4) Pour chaque ordinal (3, I'exponentiation d’exposant (3 est une opération non
décroissante et semi-continue inférieurement: o < o entraine o® < o'” , et, pour A\
limite, on a \? > sup, ., o”.

DEMONSTRATION. (i) Supposons a > 2 et 3 < . L’application F' définie par F(f) = f[4
définit un isomorphisme de (o, <)#<) sur le segment initial de (a, <)(#"<) déterminé par la
fonction valant 1 en 3 et 0 partout ailleurs. Par le lemme 3.1(i7), on déduit o < o

Supposons A limite. Par ce qui précede, 8 < A entraine o” < o*, donc on a a* > SUpPg ) a.
Inversement, supposons 6 < a*. Il s’agit de montrer qu’il existe # < X tel qu’on ait 6 < aP,
c’est-a~dire encore que, pour toute fonction a support fini f de A dans «, le segment initial
de ™) déterminé par f peut étre plongé dans un segment initial d’un ordinal o avec g < .
Or, soit f une telle fonction. Le plus grand élément du support de f est un élément de A, et,
comme A est limite, il existe § vérifiant 8 < A et tel que tout élément du support de f soit
plus petit que . L’application qui a toute fonction de A dans « plus petite que f associe sa
restriction a (3 est injective, car toute telle fonction a un support inclus dans 8. On obtient ainsi
un isomorphisme entre le segment initial déterminé par f et un segment initial d’un ordinal o
avec < A, comme souhaité.
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(i1) Supposons a < o'. L’application identité de a?) dans o'"®) définit une injection crois-
sante de (o, <)#<) dans (o, <)<, et on déduit a® < o/” par le lemme 3.1(iii). O

Le point (¢) entraine que l’exponentielle de base 2 au moins est injective: pour
a > 2, la relation o = o entraine § = [7'. Les résultats de (1) sont optimaux :
ona2<4et4” =(22)* =22 = 2% (et la valeur commune est w), donc a < o
n’entraine pas o < o'’ en général. De méme, on a w* > w? pour tout ordinal
fini 3, donc en particulier w* > w, alors qu’'on a sup,.,, &* = w.

COROLLAIRE 3.19. Pour tout ordinal «, la translation a gauche x +— a” est
déterminée par les relations

(3.3) =1, o@D =0f.q, o =sup(a?) pour \ limite.
B<A
1
01234 .. Radi-2e 3 w2
O O e e O OO e+ — v O W2 FL
ordinaux finis «—|—— ordinaux infinis w2 +2

w-4 w3

2 3 4
l 2 rwe “
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2
v ww-g ww.z W@
o oLl oLl QOunas s unnnsn

FIGURE 14. La suite des ordinaux (5) : grace a I'exponentiation, on peut al-
longer une nouvelle fois le schéma. On a w2 = w-w, W3 = w-w-w, etc. L'opération
0 — 0% permet d’'atteindre des ordinaux inaccessibles a I'addition et a la multipli-
cation, comme w* ou w*” .

3.5. Ordinaux non dénombrables.

» On montre I'existence d'un ordinal non dénombrable et, plus généralement,

I'existence pour chaque ordinal a d'un ordinal 3 ne s'injectant pas
dans «. |

> Les opérations arithmétiques ordinales permettent de spécifier des ordinaux transfinis de
plus en plus grands, par exemple w, w*, W |, etc. L’opération de passage a la borne supérieure
permet d’aller plus loin, par exemple en introduisant ’ordinal

ww

g0 = sup{w,w?, w*" w0,

b

qut apparait gigantesque. Pour autant, tous les ordinaux précédents, y compris g, restent rel-
ativement petits puisque, en tant qu’ensembles, ils sont dénombrables. En effet, les arguments
rappelés au chapitre I montrent que, si A et B sont des ensembles dénombrables, il en est de

méme des ensembles AW B, A x B, et AB). Par contre, de méme qu’elle a permis d’introduire
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Uordinal w comme borne supérieure de tous les ordinaux finis, la proposition 2.16 permet
d’introduire des ordinauxr non dénombrables qui dominent tous les ordinaur dénombrables. <

PROPOSITION 3.20. (non injection) Pour chaque ordinal infini «, ’ensemble
des ordinaux s’injectant dans « est un ordinal, et c’est le plus petit ordinal qui
ne s’injecte pas dans o.

DEMONSTRATION. Soit © ’ensemble des ordinaux s’injectant dans o, ¢’est-a-dire ’ensemble
des ordinaux qui sont en bijection avec a ou avec un ordinal inférieur & . Posons 6 = J©.
Alors 6 est un ordinal. Par hypothése, © contient au moins un ordinal infini, a savoir «. Si 3 est
un ordinal infini, application définie par f(0) = 3, f(n) =n —1 pour n > 1 et f(v) = v pour
v > w est une bijection de § sur S(8). Donc 8 € © entraine S(3) € ©. Par conséquent, © n’a
pas de plus grand élément, et donc il ne contient pas sa borne supérieure, qui est 6. C’est dire
que 6 n’est pas dans O, donc qu’il ne s’injecte pas dans «, et c’est le plus petit ordinal ayant
cette propriété puisque, par définition, tous les prédécesseurs de 6 sont dans ©. O

NoTATION 3.21. (figure 15) On pose wy = w, puis, de proche en proche, on
définit w,,; comme le plus petit ordinal qui ne s’injecte pas dans w,.

> Par exemple, wy est le plus petit ordinal qui ne s’injecte pas dans w, c’est-a-dire n’est ni fini, ni
dénombrable. Par la proposition ci-dessus, wi est la borne supérieure de I’ensemble des ordinaux
finis ou dénombrables. Comme tout ordinal fini est inférieur a tout ordinal dénombrable, w, est
également la borne supérieure de l’ensemble des ordinaux dénombrables. De méme, wo est la
borne supérieure de l’ensemble des ordinaux s’injectant dans wy, lesquels se composent des
ordinaux finis, swivis des ordinaux dénombrables, suivis des ordinauz en bijection avec wi. Par
conséquent, wo est aussi la borne supérieure des ordinaux en bijection avec ws. N

w+1
01 2 3 4 ... w | w+2 ... w-2

W
oréinaux finis «—|—— ordinaux infinis

w-4 w3
++ e OOO=O==0
2 2 3 4
2+1  witw W= w*
Nl T ] W tw2 ] |
000 —Tllee e -Illle T et

SN
o4

-1
Ino

w? ww2 w2 wv
Ve On== On == O s smmmO nnnnn

N w1+l wﬁ-wl 9
K €0 wi|l wrtw]  wi Wo w3 ...
T L L LLLLLLTIC 0t O b L O T, e

ordinaux dénombrables «—|—— ordinaux non dénombrables

FIGURE 15. La suite des ordinaux (6) : au-dela de tous les ordinaux
dénombrables commencent les ordinaux non dénombrables, inaccessibles par les
opérations arithmétiques: wy, wo, ...
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4. Deux applications

» Deux applications des ordinaux sont établies, a savoir le théoreme
de Cantor—-Bendixson sur la structure des fermés de R en topologie, et
le théoreme de Goodstein sur la convergence des suites éponymes en
arithmétique. <

> Les ordinauz et leur arithmétique constituent une extension de l’arithmétique, un prolonge-
ment au-deld du fini de la suite des entiers naturels. La possibilité de compter avec des nom-
bres transfinis préservant la propriété de bon ordre est un outil puissant. Il existe deur modes
d’utilisation principaux des ordinauzx, a savoir dans des définitions récursives ou ils fournissent
un ensemble d’indices plus long que les entiers mais néanmoins bien ordonné, et dans des ar-
guments de terminaison : pour montrer qu’un processus P sur un ensemble A se termine en
un nombre fini d’étapes, il suffit d’associer un ordinal a chaque élément de A qui diminue
strictement sous l'action de P. On illustre ici chacun de ces modes sur un exemple. N

4.1. Le théoréme de Cantor-Bendixson.

» Démontré en 1883 par Cantor et par Bendixson, le résultat affirme
I'existence pour tout fermé de R d'une décomposition en un ensemble
dont tout point est point d'accumulation et un ensemble dénombrable.

<

> Ici les ordinauz sont utilisées a construire récursivement une suite de longueur wy, ¢’est-a-dire
non dénombrable. On souhaite extraire d’un ensemble un ensemble dont tous les points soient
points d’accumulation. L’idée est simple : on retire les points isolés. Ce faisant, de nouveauz
points isolés peuvent apparaitre, et il faut itérer le processus. Mais une itération indexée par les
entiers ne suffit pas, et il faut poursuivre litération au-dela de w. N

DEFINITION 4.1. (parfait) Un espace topologique est dit parfait si tout point
est point d’accumulation.

PROPOSITION 4.2. (théoréme de Cantor-Bendixson) Tout fermé de R est réunion
d’un ensemble parfait et d’'un ensemble fini ou dénombrable.

DEMONSTRATION. Pour X inclus dans R, notons X ’ensemble des points d’accumulation
de X. Si X est fermé, on a 0X C X, et dire que X est parfait signifie qu’on a X = X. Fixons
une numérotation Uy, Us, ... des intervalles ouverts de R a extrémités rationnelles, et, pour x
dans X \ 90X, posons p(z, X) := inf{p; U,NX = {z}}. Alors z — p(z, X) est injective puisque,
pour y # x, on a x € Upy x) et ¥ & Up(z,x)- Il en résulte que X \ 9X est au plus dénombrable.

Soit F' un fermé. On construit par récurrence une suite de fermés de R indexée par les
ordinaux en posant ”

Fy:=F, Foi1:=0F,, F):= ﬂ F, pour A limite.

a<A

Comme F' est fermé, la suite est décroissante pour Uinclusion (au sens large). Pour chaque
ordinal a tel que Fy, \ F41 soit non vide, soit p(«) := inf{p(z, F,,) ; © € Fo \ Fat1}. Supposons
a < 8, et p(a),p(B) définis. Comme Fj est inclus dans F,1, aucun des points de Fjg n’est
dans F, \ F,11, donc on a certainement p(3) # p(«), et donc la famille des ordinaux « vérifiant
F, \ Fay1 # 0 est au plus dénombrable. Par conséquent, il existe un ordinal dénombrable 6

“On a montré que les ordinaux forment une suite bien ordonnée, ce qui légitime le principe
des démonstrations par induction ordinale ; on utilise ci-apres une construction par récursion
ordinale, dont la légitimité découle, mais au prix d’une vérification qui ne sera donnée qu’au

chapitre IIT; la démonstration en cours est donc anachronique.
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vérifiant Fy = Fpy1, c’est-a-dire Fy = 0Fp. On a alors I' = FyU|J,¢(Fa\ Fat1). Par construc-
tion, Fy est parfait, tandis que le second terme, union dénombrable d’ensembles dénombrables,
est dénombrable. O

> Le théoréme de Cantor—Bendizson montre que 'hypothése du continu est vraie pour les
fermés. En effet, il est facile de vérifier qu’un sous-ensemble parfait de R est en bijection
avec P(N), donc avec R. Par conséquent, si F est un fermé de R, il s’écrit F = PUD avec P
parfait et D fini ou dénombrable : ou bien P est vide, et F' est au plus dénombrable, ou bien P
est non vide, et F est en bijection avec R. N

4.2. Suites de Goodstein.

» Les suites de Goodstein sont des suites d'entiers définies par une
récurrence simple a partir de la notion de développement en base p
itérée. Le théoreme affirme que, paradoxalement, la suite atteint la
valeur 0, alors que les premiéres valeurs suggérent une croissance rapide
vers |'infini. <

> Il s’agit d’utiliser les ordinaux comme moyen de montrer la terminaison d’un processus. Ici,
il s’agit de nombres entiers et de transformations qui, par construction, ne s’arrétent que si
la valeur O est atteinte. On démontre la terminaison en attachant un ordinal & chaque étape
du processus de facon a ce que les ordinauzr décroissent strictement aussi longtemps que la
valeur O n’est pas atteinte. Comme il n’existe pas de suite infinie décroissante d’ordinauz, la
seule possibilité est que la valeur finale 0 soit atteinte en un nombre fini d’étapes.

Noter que, pour ce type d’application, n’importe quel bon ordre — ou méme n’importe quelle
relation bien fondée — peut étre utilisé a la place des ordinaux ; au moins pour ce qui est des
bons ordres, cette remarque ne change pas la portée de la méthode puisque tout bon ordre est
isomorphe a un ordinal. N

Ecrire un entier n en base p consiste a décomposer n sous forme d’une somme
décroissante

n:pnl.cl+...+pnk.ck
ou les chiffres ¢; sont compris entre 1 et p—1, et ou les exposants n; sont des entiers,
nécessairement strictement inférieurs a n. On peut alors exprimer les exposants n;
eux-memes en base p, et itérer le processus. On appellera représentation de n en
base p itérée la décomposition ainsi obtenue: par définition, il s’agit d’exprimer n
au moyen des entiers 1 a p — 1, de la somme, des p — 1 multiplications par 1, ... ,
p — 1, et de 'exponentiation de base p.

EXEMPLE 4.3. (base p itérée) Soit n = 26. La décomposition de n en base 2

est 26 = 2% 4+ 23 4 21 : la décomposition de 4 est 4 = 22, celle de 3 est 3 = 2! + 1,
1

et, finalement, la décomposition de 26 en base 2 itérée est 22° + 22'+1 4 21 De
méme, sa décomposition en base 3 itérée est 32-24+3-2+2 8.

DEFINITION 4.4. (suites de Goodstein) (i) Pour ¢ > p > 2, on définit une
fonction f,, de N dans N comme suit : f,,(n) est I'entier obtenu en formant
la décomposition de n en base p itérée, en y remplacant partout p par ¢, et en
évaluant le résultat.

8Pour 2, on a écrit 2! dans le cas de la base 2 itérée, car 2 n’est pas un chiffre en base 2,
alors qu’on a écrit simplement 2 dans le cas de la base 3, car 2 est alors un chiffre, c’est-a-dire

un entier plus petit que la base choisie
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(17) Pour chaque entier a, on définit une suite d’entiers go(a), gs(a),... en
partant de go(a) := a puis en posant inductivement

gp+1(a) = fp,p-i—l (gp(a)) -1

si gp(a) est non nul, et g,11(a) = 0 si g,(a) est nul.

EXEMPLE 4.5. (suites de Goodstein) Pour les fonctions f,,, on trouve par
exemple :

f34(26) = f34(32-2+3-2+2)=42-244-242 =42,

F23(26) = fou (22 £ 22"+ 1 o1y = 33" 4 3341 1 31 — 39 4 314 3= 19767
Considérons alors la suite de Goodstein pour a = 5. On part de go(5) = 5 = 22" +1.
On a ensuite g3(5) = fo3(5) —1 = (33" +1) —1 =27 = 33", puis, successivement,

9a(5) = f34(27) —1=(4") =1 =255 =43 .3 +42.3+4' - 3+3,

g5(5) = f15(255)—1 = (5*-3+5%-3+5'-343)—1 = 447 = 53.3+5%.3+5'-3+2,

96(5) = f56(447)—1 = (6%-3+6%-3+6'-3+2)—1 = 775 = 63-3+6%-3+6'-3+1
et la suite des ¢,(5) continue ainsi a croitre résolument.

Et, pourtant, on a le résultat suivant:

PROPOSITION 4.6. (théoreme de Goodstein) Pour tout entier a, la suite des
entiers g,(a) converge vers 0 : il existe un entier p vérifiant g,(a) = 0.

DEMONSTRATION. L’argument est extrémement simple & partir du moment oil on peut
utiliser I'arithmétique ordinale. Pour cela, nous introduisons, pour chaque entier p, une fonc-
tion fp . de N dans les ordinaux sur le modele de f, ;: fp. est 'ordinal obtenu en écrivant n
en base p itérée, puis en remplacant chaque entier k plus petit que p par k et chaque entier p
par w. Ainsi, par exemple, on a

Foo(26) = fow (22 42211 £ 2) = w4t 4,

Supposons démontré que chaque application f, ., est croissante. Pour p > 2, on pose gp(a) =
fpw(gp(a)). Pour chaque entier a, on a ainsi une suite d’ordinaux gs(a),gs(a),.... Or, par
contruction, on a, pour tout p tel que gp(a) soit non nul,

Ip+1(a) = fpi1,0(gp+1(a)) = fpr1.0(fpptr1(gp(a)) — 1)
< prrl,w(fp,erl(gp(a))) = fp,W(gp<a)) = gp(a)-

En effet, pour tout n, on a fpi1.06(fpp+1(n)) = fpw(n), de méme que, plus généralement et
par construction, on a fy.(fp.q(n)) = fpr(n) quels que soient p,q,r vérifiant 2 < p < ¢ < .
Comme il n’existe pas de suite infinie décroissante d’ordinaux, il doit exister un entier p tel que
gp(a) soit nul (figure 16). O

Il ne reste donc qu’a montrer le résultat auxiliaire suivant :

LEMME 4.7. Pour tout p et tout n, on a f,,(n) < fyo(n+1).

DEMONSTRATION. On fixe p au moins égal 3 2, et on montre le résultat par induction sur n.
Pour n =0, on a f,,(n) =0, et f,,(n+1) = 1, donc le résultat est vrai. Supposons n > 0.
Décomposons n sous la forme

n—1

n=p"ena a4+,
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Go(a) —— Hala) —— Gs(a) ——= Gs(a) —— Gua) —— ...
[ fou [ [ s | fae [ 1

ga(a) —— o —— g3(a) —— o —— gfa) —

f2,3 —1 f34 —1

FIGURE 16. Démonstration du théoreme de Goodstein : en bas, les entiers,
en haut, leurs images chez les ordinaux infinis, qui gomment les changements de
base ; ne restent alors que les —1 qui forcent la décroissance aussi longtemps que
0 n’est pas atteint.

ou les coefficients ¢ sont compris entre 0 et p — 1. Par définition, on a
(4.1) fpw(n) = whee=D.c 4. pfee@® s+ wfre(©) - Co

Soit m le plus petit entier tel que le coefficient ¢, ne soit pas égal a p—1. Alors, par construction,
on a

ntl=p" ey D (en 1),
d’ol
(4.2) frwm+1)= wleem=1 o 4 ), (cm +1).

Posons a = wfp‘w(”_l) cCpe1 + -+ wfp,w(m) “Cm, Y = fp)w('rn)7 Ym—1 = fp,w(m — 1)7
Yo = fpw(0) (donc vy = 0). D’apres (4.1) et (4.2), on a

fpwn) =a4+w™ e+ -+ g, fruwn+1l)=a+w.

Par hypothese d’induction, on a v > 77 > ... > 7,,. Alors des applications répétées de la
proposition 3.18 donnent

W’Ym—l,cm_1+_,,+w70,c_0<w’y7

d’ot fpw(n) < fpw(n+1) en ajoutant o & gauche. O

> Le point essentiel dans la démonstration précédente est l’existence de ’ordinal w, ¢’est-a-dire
lexistence d’un nombre transfini qui domine tous les entiers a la facon dont w le fait, donc en
gros qui soit tel que la distance de 3 a w soit la méme que celle de 2 a w. On utilise également
lexistence d’une arithmétique cohérente et d’un bon ordre sur ces mombres transfinis, mais ces
éléments apparaissent en quelque sorte gratuitement lorsqu’on construit les ordinaux comme ici.
Reste donc lexistence de l'ordinal w lui-méme, qui n’est peut-étre pas si bénigne que l'intuition
semble le dire d’abord. On y reviendra. N

Exercices

EXERCICE 1. (anti bon ordre) On suppose que (A, <) est un ensemble bien ordonné, et que
(A, >) est aussi un ensemble bien ordonné, c’est-a-dire que toute partie non vide de A possede
un plus petit et un plus grand élément. Montrer que A est fini. [Utiliser la proposition 1.18.]

EXERCICE 2. (bon ordre) On suppose que (A, <) est un ensemble bien ordonné. On définit
une relation < sur P(A) par X <Y © min(X AY) € Y, ot A désigne la différence symétrique.
Montrer que < est un ordre total strict. Est-ce nécessairement un bon ordre?
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EXERCICE 3. (ordres denses) Supposons que < est un ordre total sur A. On dit que < est
dense si, toutes les fois qu’on a a < b, il existe ¢ vérifiant a < ¢ < b.

(i) Montrer qu’un bon ordre n’est jamais dense.

(#i) Montrer que tout ordre dénombrable dense sans minimum ni maximum est isomorphe
a lordre des rationnels. [Supposant (A, <) dénombrable, dense, sans minimum ni maximum, on
fixe une numérotation des éléments de A, soit ag, a1, ... , et une numérotation des rationnels,
soit qo, g1, ... Construire inductivement un isomorphisme f de (4, <) sur (Q, <) comme suit:
a la 2i-ieme étape, on regarde 1’élément a; de plus petit indice pour lequel f(a;) n’a pas encore
été défini, et on pose f(a;) = g;, ot j est minimal tel que g; n’est pas encore dans l'image de f
et a; et g; vérifient les mémes contraintes d’ordre par rapport aux valeurs déja définies de f; a
la 27 4 1-ieme étape, on fait de méme en considérant le premier rationnel ¢; non encore dans
I'image de f, et en posant f~'(g;) = a;, ol i est minimal tel que a; n’est pas encore dans le
domaine de f et a; et g; vérifient les mémes contraintes d’ordre par rapport aux valeurs déja
définies de f.]

EXERCICE 4. (somme d’ordres) Soit (A, <) un ensemble ordonné, et a un élément de A.
Montrer que (A, <) est isomorphe & la somme de (I-(a),<) et de (A \ I<(a), <).

EXERCICE 5. (transitif) Montrer que, si A et B sont des ensembles transitifs, il en est de
méme de AU BU{A, B}.

EXERCICE 6. (rang) On pose Vy = (), et, inductivement, V,, = B(V,,_1) pour n > 1. Montrer
que chaque ensemble V;, est transitif et qu’on a JV,, = V;,—1 pour n > 1.

EXERCICE 7. (indécomposable) Soit o un ordinal au moins égal a 2. Montrer qu’il y a
équivalence entre (i) Pour tous 8,7 < a, on a 8+ < «; (i) Pour tout 8 < a, on a f+a = a.
(On pourra considérer séparément le cas ol v est successeur et celui ot il est limite). Montrer

que ces propriétés sont vraies pour a = w et a = w?.

EXERCICE 8. (ordinaux limites) Montrer qu’un ordinal « est limite si et seulement si il
existe 3 non nul tel qu’on ait o = w - (.

EXERCICE 9. (forme normale de Cantor) (i) Montrer que, si « est un ordinal non nul, il
existe un unique ordinal 3 tel qu'on ait w® < o < WAL,

(#4) En déduire que tout ordinal non nul admet une unique expression de la forme w®! -
ki+ -+ w* -k, avec n entier, oy > ... > ay, et k1,... ,k, des entiers non nuls.

(7i7) Montrer un résultat analogue en remplagant w par un ordinal v quelconque, et les
facteurs k; par des ordinaux (; < .

EXERCICE 10. (suites de Goodstein) Calculer le plus petit entier p vérifiant g,(2) = 0;
méme question pour g,(3), et pour g,(4).



