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1.5 Séries dans les E.V.N. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 14

2 Topologie 15

2.1 Ouverts . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 15

2.2 Fermés . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 17
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3.3 Régularité des séries de fonctions . . . . . . . . . . . . . . . . 30
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Chapitre 1

Espaces vectoriels normés

1.1 Normes

Dans tout ce qui suit on se fixe un corps K qui est R ou C ; on se fixe
aussi un espace vectoriel E sur K.

1.1.1 Définitions et exemples

Définition 1 On appelle norme sur E toute application N de E dans R+

qui vérifie les 3 propriétés suivantes :
– Séparation : ∀x ∈ E, on a N(x) = 0⇒ x = 0E.
– Homogéné̈ıté : ∀x ∈ E,∀λ ∈ K, on a N(λx) : |λ| N(x).
– Inégalité triangulaire : ∀x, y ∈ E, on a N(x+ y) ≤ N(x) +N(y).
Les normes sur E sont le plus souvent notées N(·), ‖·‖ ou |·|.
On dit dans ce cas que E est un espace vectoriel normé.

Proposition 1.1.1 Soit ‖·‖ une norme sur E.

i) Si F est un sous-espace de E alors la restriction de ‖·‖ à F est une norme
sur F .

ii) ∀x ∈ E, on a ‖x‖ = 0⇔ x = 0E.

iii) ∀x ∈ E, on a ‖−x‖ = ‖x‖.
iv) ∀x, y ∈ E, on a |‖x‖ − ‖y‖| ≤ ‖x− y‖.

Toutes ces démonstrations sont très faciles et laissées aux étudiants comme
exercice.

Nous commençons tout de suite avec des exemples qui servent souvent.
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6 CHAPITRE 1. ESPACES VECTORIELS NORMÉS

Définition 2 On a ici E = Kn. Pour tout p ∈ [1,+∞[ on définit la norme
Lp sur E comme suit : pour x = (x1, . . . , xn) ∈ E on pose

‖x‖p =

(
n∑
i=1

|xi|p
)1/p

.

Montrons que ce sont effectivement des normes. La séparation et l’ho-
mogénéité sont faciles, je vous les laisse. Ce qui est difficile c’est l’inégalité
triangulaire.

Théorème 1.1.2

i) Inégalité de Holder : Pour p ∈]1,+∞[, on considère q tel que 1/p+1/q = 1.
On a alors

n∑
k=1

|uk| |vk| ≤

(
n∑
k=1

|uk|p
)1/p ( n∑

k=1

|vk|q
)1/q

.

Dans le cas p = 1 on a

n∑
k=1

|uk| |vk| ≤

(
n∑
k=1

|uk|

) (
sup

k=1,...,n
|vk|
)
.

i) Inégalité de Minkovski : Pour p ∈ [1,+∞[ on a(
n∑
k=1

|xk + yk|p
)1/p

≤

(
n∑
k=1

|xk|p
)1/p( n∑

k=1

|yk|p
)1/p

.

Démonstration

i) Si u, v > 0 alors par concavité de log on a

log

(
up

p
+
vq

q

)
≥ log(up)

p
+

log(uq)

q
= log(uv) ,

donc

uv ≤ up

p
+
vq

q
.

En appliquant cela aux |uk| |vk| et en sommant, on obtient

n∑
k=1

|uk| |vk| ≤
n∑
k=1

|uk|p

p
+
|vk|q

q
.
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En particulier

n∑
k=1

|uk|
(
∑n

k=1 |uk|
p)

1/p

|vk|
(
∑n

k=1 |vk|
q)

1/q
≤

≤
n∑
k=1

(
|uk|

(
∑n

k=1|uk|
p)

1/p

)p
p

+
n∑
k=1

(
|vk|

(
∑n

k=1|vk|
q)

1/q

)q
q

=
1

p
+

1

q
= 1 .

Ce qui donne l’égalité annoncée.

ii) On a, en posant q = p/(p− 1) de sorte que 1/p+ 1/q = 1

n∑
k=1

|xk + yk|p ≤
n∑
k=1

(|xk|+ |yk|) |xk + yk|p−1

≤

(
n∑
k=1

|xk|p)1/p
)(

n∑
k=1

|xk + yk|(p−1)q
)1/q

+

+

(
n∑
k=1

|yk|p)1/p
)(

n∑
k=1

|xk + yk|(p−1)q
)1/q

.

On a montré que

‖x+ y‖pp ≤
(
‖x‖p + ‖y‖p

) ‖x+ y‖pp
‖x+ y‖p

,

d’où le résultat annoncé. �
Parmi ces normes on utilise beaucoup les cas p = 1

‖x‖1 =
n∑
k=1

|xk|

et p = 2

‖x‖2 =

(
n∑
k=1

|xk|2
)1/2

.

On utilise aussi souvent la norme suivante

‖x‖∞ = sup{|xk| ; k = 1, . . . , n} .

Il est facile de vérifier que cette dernière est bien une norme.
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Définition 3 A toute norme est associée une distance d sur E définie par

d(x, y) = ‖x− y‖ .

Cette application vérifie les axiomes d’une distance, i.e.

i) Séparation : d(x, y) = 0⇔ x = y.

ii) Symétrie : d(x, y) = d(y, x).

iii) Inégalité triangulaire : d(x, z) ≤ d(x, y) + d(y, z).
Elle vérifie de plus une propriété qui est spécifique aux distances issues

d’une norme :

iv) Invariance par translation : d(x+ z, y + z) = d(x, y).

Les propriétés annoncées ci-dessus sont vraiment toutes faciles à vérifier.

1.1.2 Boules

Définition 4 Dans un espace vectoriel normé (E, ‖·‖), on appelle

– boule ouverte de centre a ∈ E et de rayon r ≥ 0 l’ensemble

B(a, r) = {x ∈ E ; ‖x− a‖ < r} .

– boule fermée de centre a ∈ E et de rayon r ≥ 0 l’ensemble

B(a, r) = {x ∈ E ; ‖x− a‖ ≤ r} .

– sphère de centre a ∈ E et de rayon r ≥ 0 l’ensemble

S(a, r) = {x ∈ E ; ‖x− a‖ = r} .

Regardons dans R2 les boules unités fermées pour les normes 1, 2 et ∞.
Pour la norme `1 :

|x|+ |y| ≤ 1 ,

c’est un losange (dessin).
Pour la norme `2 :

x2 + y2 ≤ 1 ,

c’est un disque (dessin).
Pour la norme `∞ :

max |x| , |y| ≤ 1 ,

c’est un carré (dessin).
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Définition 5 Une partie A ⊂ E est bornée si elle est incluse dans une boule
B(0, r), c’est à dire s’il existe r ≥ 0 tel que ‖x‖ ≤ r pour tout x ∈ A.

On dit qu’une fonction f : X → E à valeurs dans E est bornée si l’image
de f est une partie bornée de E, i.e. il existe r ≥ 0 tel que ‖f(x)‖ ≤ r pour
tout x ∈ X.

On dit qu’une suite (un) à valeurs dans E est bornée si l’ensemble de ses
valeurs est un ensemble borné, i.e. s’il existe r ≥ 0 tel que ‖un‖ ≤ r pour
tout n.

1.1.3 Exemples d’E.V.N.

Théorème 1.1.3 Tout espace vectoriel de dimension fini peut être muni
d’une norme.

Démonstration On choisit une base (e1, . . . , en) de E, espace vectoriel
de dimension fini. Pour tout x ∈ E, on regarde les coordonnées (x1, . . . , xn)
de x dans la base en question. On applique une des normes lp de Kn à ces
coordonnées.

En résumé, on pose

N(x) = ‖(x1, . . . , xn)‖p ,

où x =
∑n

i=1 xi ei. On vérifie facilement que c’est une norme. �

On se concentre maintenant sur quelques normes d’espaces de dimension
infini. Les espaces typiques de dimension infinie que l’on considère sont des
espaces de fonctions :

– E = C0(I;K), l’espace des fonctions continues sur un intervalle I à valeurs
dans K,

– E = B(I,K), l’espace des fonctions bornées de I dans K,

– E = Lp(R), l’espace des fonctions de puissance p intégrable sur R :∫ +∞

−∞
|f(x)|p dx <∞ .

etc.
Les normes usuelles que l’on considère sur ces espaces sont

– la norme uniforme :

‖f‖∞ = sup{|f(x)| ; x ∈ I} ,
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– les normes Lp

‖f‖p =

(∫
I

|f(x)|p dx
)1/p

.

Notez les cas particuliers qui reviennent souvent

‖f‖1 =

(∫
I

|f(x)| dx
)

‖f‖2 =

(∫
I

|f(x)|2 dx
)1/2

.

On ne démontre pas que ce sont des normes ; certains cas sont faciles, les
autres sont très proches de la démonstration pour la norme `p.

A partir d’espaces vectoriels normés on définit une norme sur l’espace
produit.

Définition 6 On considère des E.V.N. sur K : (E1, N1), . . . , (En, Nn). On
construit l’espace produit E =

∏n
i=1Ei, qui est lui même un K-espace vecto-

riel défini comme suit :
– E = {x = (x1, . . . , xn) ; xi ∈ Ei,∀i}
– x+ y = (x1 + y1, . . . , xn + yn), λx = (λx1, . . . , λxn).
On le munit d’une norme

N(x) = max{Ni(xi) ; i = 1, . . . , n} .

Il est facile de vérifier que c’est effectivement une norme sur E.

1.2 Suites dans les E.V.N.

Définition 7 On considère une suite (un)n∈N à valeurs dans un espace vec-
toriel normé (E, ‖·‖). On dit que cette suite converge vers une limite l ∈ E
si

∀ε > 0 , ∃n0 ∈ N ; n ≥ n0 ⇒ ‖un − l‖ ≤ ε .

Proposition 1.2.1 Si (un) est une suite dans (E, ‖·‖) qui converge vers
l ∈ E, alors la suite (‖un‖) converge vers ‖l‖ dans R.

Démonstration Par l’inégalité triangulaire renversée

|‖x‖ − ‖y‖| ≤ ‖x− y‖ .

on a
|‖un‖ − ‖l‖| ≤ ‖un − l‖ .

On conclut facilement. �
On a les propriétés usuelles sur les limites.
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Proposition 1.2.2 Si (un) et (vn) sont deux suites dans E qui convergent
respectivement vers l, k, alors pour tout λ, µ ∈ K la suite (λun+µvn) converge
vers λl + µk.

La démonstration est identique à celle dans R.

Par contre il faut faire attention que pour le produit (unvn) cela n’a pas
forcément de sens : il n’y a pas de produit naturel sur les espaces vectoriels. Et
même si c’est le cas (un e.v. avec un produit) il faut que la norme se comporte
bien vis à vis du produit. Nous ne développons pas ici ces questions.

1.3 Equivalences de normes

Définition 8 Soit E un espace vectoriel normé avec deux normes N1 et N2.
On dit que N2 domine N1 si il existe α ∈ R+ tel que

N1(x) ≤ αN2(x)

pour tout x ∈ E.
(Notez bien qu’ici α est ”universel”, il ne dépend pas de x).

On a vu en T.D. des exemples sur E = Rn :

‖x‖∞ ≤ ‖x‖2
‖x‖1 ≤

√
n ‖x‖2 ...

Sur C([0, 1]) aussi, on a par exemple

‖f‖1 =

∫ 1

0

|f(x)| dx ≤ sup
x
|f(x)|

∫ 1

0

1 dx = ‖f‖∞ .

Par contre, sur C([0, 1]), la ‖·‖∞ n’est pas dominée par la ‖·‖1. En effet, si
on prend la fonction f(x) = xn sur [0, 1], on a ‖f‖1 = 1/(n+1) et ‖f‖∞ = 1,
donc il n’existe aucun α ∈ R+ tel que

‖f‖∞ ≤ α ‖f‖1

pour TOUT f ∈ C([0, 1]).

Définition 9 On dit que deux normes N1 et N2 sur E sont équivalentes si
elles se dominent mutuellement. Autrement dit, s’il existe α, β ∈ R+ tels que

αN2(x) ≤ N1(x) ≤ β N2(x)
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pour tout x ∈ E.
Ou bien de manière équivalente s’il existe γ, λ ∈ R+ tels que

γ N1(x) ≤ N2(x) ≤ λN2(x)

pour tout x ∈ E.

On a vu en T.D. que sur Rn les normes ‖·‖1 , ‖·‖2 , ‖·‖∞ sont deux à deux
équivalentes.

Par contre, sur C([0, 1]) les normes ‖·‖1 , ‖·‖2 , ‖·‖∞ ne sont pas équivalentes.

Proposition 1.3.1 L’équivalence de normes est une relation d’équivalence
sur l’ensemble des normes de E.

Théorème 1.3.2 Sur un K-espace vectoriel de dimension fini toutes les
normes sont équivalentes.

La démonstration de ce théorème est relativement longue et difficile, elle
est hors programme.

En dimension infinie, il existe des normes équivalentes, mais il existe aussi
des normes non équivalentes (comme on a vu plus haut).

Lorsque que l’on a affaire à des normes équivalentes, il y a beaucoup de
notions qui sont les mêmes d’une norme à l’autre :

– être borné ne change pas d’une norme équivalente à une autre

– le fait qu’une suite soit convergente, ainsi que la valeur de sa limite, ne
changent pas avec des normes équivalentes.

Par contre, avec des normes non équivalentes, il peut tout se produire : une
suite converge pour une norme et diverge pour l’autre, ou bien même elles
convergent toutes deux mais vers des limites différentes.

1.4 Convergence dans les espaces produits

Théorème 1.4.1 Soit E =
∏k

i=1Ei un produit d’E.V.N. (E1, N1), . . . , (Ek, Nk),
muni de sa norme produit comme définie précédemment. Une suite (u(n))
d’éléments de E s’écrit

u(n) = (u1(n), . . . , uk(n))

en coordonnées. On a alors équivalence entre
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i) La suite (u(n)) converge dans E.

ii) Chacune des suites u1, . . . , uk converge.

Dans ce cas on a de plus

limu(n) = (limu1(n), . . . , limuk(n)) .

Démonstration

D’abord montrons que i) implique ii). Soit l = (l1, . . . , lk) la limite de
(u(n)). En particulier on a

‖u(n)− l‖E → 0

c’est à dire

max
i
Ni(ui(n)− li)→ 0 .

Donc chaque Ni(ui(n)− li) tend vers 0. Ce qui prouve ii).

Montrons que ii) implique i). Supposons que chaque (ui(n)) converge dans
Ei vers li. Posons l = (l1, . . . , lk) ∈ E. On a

‖u(n)− l‖E = max
i
Ni(ui(n)− li) ≤

k∑
i=1

Ni(ui(n)− li)→ 0 .

Cela montre i).

Au passage on a aussi montré le dernier point. �
La principale application de ce théorème est le cas E = Kn.

Théorème 1.4.2 Soit E = Kn, muni d’une norme ‖·‖ quelconque. Une suite
(u(n)) d’éléments de E s’écrit

u(n) = (u1(n), . . . , uk(n))

en coordonnées. On a alors équivalence entre

i) La suite (u(n)) converge dans E.

ii) Chacune des suites u1, . . . , uk converge.

Dans ce cas on a de plus

limu(n) = (limu1(n), . . . , limuk(n)) .
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1.5 Séries dans les E.V.N.

Définition 10 On se donne une suite (un) à valeurs dans un E.V.N. (E, ‖·‖).
On appelle série de terme général (un) la suite

Sn =
n∑
k=0

uk , n ∈ N .

On dit que cette série converge si la suite (Sn) converge dans E pour la
norme ‖·‖. (i.e. s’il existe S ∈ E tel que ‖Sn − S‖ → 0.

Par exemple, on peut considérer une suite de fonctions : fn(x) = αn x
n

et se poser la question de la convergence de la série
∑

n αnx
n, pour quelle

norme ?

Définition 11 On dit que la série
∑
un est absolument convergente si la

série (scalaire !) ∑
n

‖un‖

converge dans K.

Théorème 1.5.1 Si E est de dimension finie et une série
∑
un est absolu-

ment convergente dans E alors elle est convergente dans E.

Démonstration La suite (un) s’écrit dans une base de E

un =
d∑
i=1

uin ei .

On prend sur E la norme

‖u‖ = max
i

∣∣ui∣∣ .
On a |uin| ≤ maxj |ujn|, donc∑

n

∣∣uin∣∣ ≤∑
n

‖un‖ .

Par théorème de comparaison, on en déduit que la série
∑

n |uin| est absolu-
ment convergente dans K, donc convergente. On peut ensuite par exemple
regarder la suite des sommes partielles :

Sn =
k∑
i=1

Sin ei .

Chacune des sommes partielles Sin converge dans K, donc Sn converge. �



Chapitre 2

Topologie

Dans toute la suite on se donne un E.V.N. (E, ‖·‖) sur K. Toutes les
objets et notions que l’on aborde ici sont les mêmes si on change la norme
pour une norme équivalente. Par contre si on change pour une norme non
équivalente, ils peuvent être alors très différents.

2.1 Ouverts

Définition 12 On appelle voisinage de a ∈ E, toute partie V ⊂ E telle que

∃α > 0 ; B(a, α) ⊂ V.

Proposition 2.1.1

1) Dans R, un ensemble V est un voisinage de a si et seulement si

∃α > 0 ; ]a− α, a+ α[⊂ V .

2) Si V est un voisinage de a et V ⊂ W alors W est un voisinage de a.

3) Si V1, . . . , Vn sont des voisinages de a, alors ∩ni=1Vi est un voisinage de a.

Toutes les démonstrations sont faciles et laissées comme exercice.
Notez que 3) n’est plus vrai avec une intersection d’une infinité de voisi-

nages. Par exemple ⋂
n∈N

]
− 1

n
,

1

n

[
= {0} ,

or les ]− 1/n, 1/n[ sont des voisinages de 0, mais pas {0}.

Définition 13 Une partie U de E est un ouvert de E si elle est voisinage
de chacun de ses points. Autrement dit

∀a ∈ U,∃α > 0 ; B(a, α) ⊂ U .

15
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Notez que ∅ et E sont toujours des ouverts de E.
Dans R les ensembles ]a, b[, ]a,+∞[, ]−∞, b[ sont des ouverts.

Théorème 2.1.2 Toute réunion (finie ou infinie) d’ouverts est un ouvert.

Démonstration Soit Ui, i ∈ I des ouverts de E et U = ∪i∈IUi. Soit
a ∈ U , alors il existe i ∈ I tel que a ∈ Ui. Donc il existe α > 0 tel que
B(a, α) ⊂ Ui. En particulier B(a, α) ⊂ U . �

Théorème 2.1.3 Toute intersection finie d’ouverts est un ouvert.

Démonstration Soit Ui, i = 1, . . . , n des ouverts de E et U = ∩ni=1Ui.
Soit a ∈ U , alors pour tout i = 1, . . . , n on a a ∈ Ui. Donc il existe αi > 0
tel que B(a, αi) ⊂ Ui. Si on pose α = min{αi ; i = 1, . . . , n}, alors α > 0 et
B(a, α) ⊂ B(a, αi) pour tout i, donc B(a, α) ⊂ U . �

Ca ne marche plus avec les intersections infinies ; il suffit de reprendre l’exemple⋂
n∈N

]
− 1

n
,

1

n

[
= {0} ,

pour avoir un contre-exemple.

Proposition 2.1.4 Si U1, . . . , Up sont des parties ouvertes de E1, . . . , Ep
respectivement, alors U = U1 × . . . × Up est une partie ouverte de E =
E1 × . . .× Ep.

Démonstration Nous allons en profiter pour préciser les boules dans
les espaces produits.

Lemme 2.1.5 Sur E = E1 × . . .× Ep, si a = (a1, . . . , ap) et r ≥ 0, alors

BE(a, r) =

p∏
i=1

BEi
(ai, r) .

Prouvons le lemme. On a x ∈ B(a, r) si et seulement si ‖x− a‖E ≤ r, i.e.
maxi ‖xi − ai‖Ei

≤ r, mais cela est équivalent à ‖x− ai‖Ei
≤ r pour tout i.

D’où le résultat.

Revenons à la preuve de la proposition. Si a ∈ U = U1 × . . . × Up, alors
pour tout i on a ai ∈ Ui, donc il existe ri tel que B(ai, ri) ⊂ Ui. Prenons
r = mini ri, alors r > 0 et B(ai, r) ⊂ Ui pour tout i et donc B(a, r) ⊂ U . Ce
qui prouve que U est ouvert. �
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2.2 Fermés

Définition 14 Une partie F d’un E.V.N. (E, ‖·‖) est un fermé si son complémentaire
est ouvert.

Notez que ∅ et E sont des fermés. Il existe donc des parties de E qui sont
à la fois ouvertes et fermées.

Dans R, les ensemble suivants sont fermés : [a, b], [a,+∞[, ]−∞, b].
Un ensemble comme ]a, b] n’est ni ouvert, ni fermé.

Théorème 2.2.1

Toute intersection (finie ou infinie) de fermés est un fermé.

Toute union finie de fermés est un fermé.

La preuve est immédiate par passage au complémentaire et par les pro-
priétés des ouverts.

Théorème 2.2.2 (Caractérisation séquentielle des fermés) Soit F une
partie fermée de E. On a équivalence entre les assertions suivantes.

i) F est fermé.

ii) Pour tout suite (xn) ⊂ F telle que xn → a ∈ E, alors a ∈ F .

Démonstration

i) implique ii). Par contraposée, considérons une suite (xn) qui converge vers
a ∈ E \ F , alors si E \ F était un ouvert, il existerait B(a, r) ⊂ E \ F . Mais
dans B(a, r) il y a forcément des éléments de la suite (xn) (il y en a même
une infinité : ∀ε > 0,∃N ∈ N ; n ≥ N ⇒ ‖xn − a‖ ≤ ε). Ce qui contredit
(xn) ⊂ F . Donc E \ F n’est pas ouvert et F n’est pas fermé.

ii) implique i). On suppose que ii) est réalisé. On veut montrer que E \F est
ouvert. Si E \ Fn’est pas ouvert alors il existe a ∈ E \ F tel que toute boule
B(a, r) (avec r > 0) intersecte F . Prenons r = 1/n et notons xn ∈ F tel que
xn ∈ B(a, 1/n). La suite (xn) ainsi construite est dans F , elle converge vers
a car ‖xn − a‖ ≤ 1/n, donc on devrait avoir a ∈ F . Contradictoire. �

Les singletons sont des fermés. Les ensembles finis aussi. Les boules fermées
sont fermées et les boules ouvertes sont ouvertes. Les sphères sont fermées
(car leur complémentaire est l’union de deux ouverts).

Proposition 2.2.3 Si F1, . . . , Fp sont des parties fermées de E1, . . . , Ep res-
pectivement, alors F = F1×. . .×Fp est une partie fermée de E = E1×. . .×Ep.
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Démonstration On va le montrer par la caractérisation séquentielle.
Si (xn) est une suite dans E, elle s’écrit xn = (x1n, . . . , x

p
n) dans le produit

cartesien. Si elle converge vers a = (a1, . . . , ap), alors chaque suite (xin)n
converge vers ai.

Comme chaque Fi est fermé, cela signifie que ai ∈ Fi et donc a ∈ F . On
a montré que F est fermé. �

2.3 Intérieur, adhérence, frontière

Définition 15 Soit A une partie de E. On appelle intérieur de A, noté Å,
l’union de tous les ouverts inclus dans A. C’est donc un ouvert aussi.

Proposition 2.3.1 L’intérieur de A est le plus grand ouvert inclus dans A.
L’intérieur de A est aussi l’union de toutes les boules ouvertes incluses dans
A. Un ensemble A est ouvert si et seulement si Å = A.

Facile, laissé en exercice.

Définition 16 On appelle adhérence ou fermeture de A l’intersection de
tous les fermés qui contiennent A. C’est donc un fermé contenant A. On le
note A.

Proposition 2.3.2

1) L’adhérence de A est le plus petit fermé contenant A.

2) L’adhérence de A est l’ensemble de toutes les limites de suites (xn) à
valeurs dans A.

3) Un point a ∈ E est dans l’adhérence de A si et seulement si tous ses
voisinages intersectent A.

4) Un ensemble A est fermé si et seulement si A = A.

Démonstration

1) C’est immédiat par la définition de A.

4) est évident.

3) Soit a ∈ A et B(a, r) un voisinage de a. Si B(a, r) n’intersecte pas A, alors
A \ B(a, r) est un fermé qui contient A. Mais il est clairement strictement
inclus dans A ce qui contredit que A est le plus petit. Donc B(a, r) intersecte
toujours A.

Inversement, si a ∈ E a tous ses voisinages qui intersectent A, alors on
peut construire une suite (xn) dans A qui converge vers a. Donc a sera dans
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tout fermé qui contient A, par la caractérisation séquentielle des fermés. Donc
a est dans A.

2) Si a est limite d’une suite (xn) dans A, alors tout voisinage de a contient
des xn et donc intersecte A. Donc a ∈ A.

Inversement si a ∈ A, alors tous ses voisinages intersectent A, donc on a
déjà vu comment construire une suite dans A qui converge vers a. �

Proposition 2.3.3

{
(
A
)

=
(
{A
)◦

{
(
Å
)

=
(
{A
)

Démonstration Comme A ⊂ A alors {A ⊂ {A. Mais {A est un ouvert,
il est inclus dans A, donc il est inclus dans ({A)◦. Inversement si x ∈ ({A)◦,
alors il existe B(x, r) ⊂ {A. Alors forcement x n’est pas dans A car sinon
B(x, r) intersecterait A. Donc x ∈ {A. On a montré l’égalité des deux en-
sembles.

L’autre égalité est maintenant facile. �

Définition 17 L’ensemble A \ Å est appelé frontière de A. Il est noté δA.
C’est un fermé.

Notez que A ∪ δA = A et que A \ δA = Å.

Théorème 2.3.4 (Caractérisation séquentielle des points adhérents)
Soit X une partie non vide de E et a ∈ E. On a équivalence entre :

i) a est un point adhérent de X.

ii) Il existe une suite (xn) ⊂ X telle limxn = a.

Démonstration Si a est adhérent à X, alors B(a, 1/n) intersecte X.
Soit xn ∈ B(a, 1/n) ∩X, alors ‖a− xn‖ ≤ 1/n et du coup limxn = a.

Inversement, si ii) est vérifié et si on considère un voisinage B(a, r) de a,
on sait par le raisonnement habituel sur les limites que B(a, r) contient une
infinité de xn, donc B(a, r) intersecte X. On a montré que a est adhérent à
X. �

2.4 Limites et continuité

Définition 18 Pour les fonctions f : E → F , les définitions de limites sont
les mêmes que sur R mais avec les normes adéquats. Par exemple, on dit que
limx→a f(x) = l si

∀ε > 0,∃δ > 0 ; ‖x− a‖E ≤ δ ⇒ ‖f(x)− l‖F ≤ ε .
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On a alors, de la même façon que dans R les théorèmes usuels d’unicité de
la limite, les opérations sur la limite (addition, multiplication par un scalaire,
composition des limites). On a aussi la caractérisation séquentielle de la limite
(même preuve que dans R).

Théorème 2.4.1 On a équivalence entre

i) limx→a f(x) = l

ii) Pour toute suite (xn) telle que limxn = a, on a lim f(xn) = l.

Dans les E.V.N. de dimension finie, on a, comme pour les suites, la ca-
ractérisation coordonnée par coordonnée de la limite des fonctions.

Définition 19 Soit f : E → F , avec F de dimension finie. Si on choisit une
base {e1, . . . , ep} de F , on peut définir les fonctions coordonnées f1, . . . , fp
associées à f , par

f(x) = f1(x) e1 + . . .+ fp(x) ep .

Théorème 2.4.2 Soit f : E → F , avec F de dimension finie. On a équivalence
entre

i) limx→a f(x) = l

ii) Pour tout i = 1, . . . , p, limx→a fi(x) = li.

Définition 20 Soit f : E → F , on dit que f est continue au point a ∈ E,
si limx→a f(x) = f(a).

On dit que f est continue, tout court, si elle est continue en tout point
a ∈ E.

On a encore une fois toutes les propriétés usuelles : addition, multiplica-
tion scalaire, composition. Si F est de dimension finie, on a la caractérisation
coordonnée par coordonnée de la continuité, etc.

Par contre, on a une caractérisation magnifique de la continuité en termes
d’ouverts et de fermés.

Théorème 2.4.3 Soit f : E → F , il y a équivalence entre

i) f est continue.

ii) L’image réciproque f−1(U) de tout ouvert U de F est un ouvert de E.

iii) L’image réciproque f−1(V ) de tout fermé V de F est un fermé de E.
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Démonstration

i) implique ii) : Soit a ∈ f−1(U), i.e. f(a) ∈ U . Comme U est un ouvert,
il existe B(a, ε) ⊂ U . Mais f est continue, donc il existe δ > 0 tel que
‖x− a‖E ≤ δ ⇒ ‖f(x)− f(a)‖F ≤ ε. Ainsi, pour tout x ∈ B(a, δ) on a
f(x) ∈ B(f(a), ε) ⊂ U , i.e. x ∈ f−1(U). On a montré que f−1(U) est ouvert.

ii) implique i) : Soit a ∈ F , considérons l’ouvert U = B(f(a), ε). On sait que
f−1(U) est un ouvert de E et qu’il contient a. Donc il contient une boule
B(a, δ). On a B(a, δ) ⊂ f−1(U), ce qui veut dire exactement

∀x ∈ E ; ‖x− a‖E < δ ⇒ ‖f(x)− f(a)‖F < ε .

C’est la définition de la continuité.

L’équivalence entre ii) et iii) est facile, car le f−1 d’un complémentaire est le
complémentaire du f−1. �

2.5 Densité

Définition 21 Une partie F d’un E.V.N. E est dite dense dans E si F = E.

Théorème 2.5.1 Soit F une partie de E, les assertions suivantes sont équivalentes.

i) F est dense dans E

ii) Pour tout x ∈ E, pour tout r > 0, la boule B(x, r) intersecte F .

iii) Pour tout x ∈ E il existe (an) ⊂ F telle que lim an = x.

Ce théorème se démontre très facilement avec tout ce qu’on a vu concer-
nant les adhérences. Laissé en exercice.

On connâıt bien la densité de Q dans R. Plus intéressant, la partieGLn(K)
est dense dans Mn(K). Montrons le. Soit A ∈Mn(K), posons Ap = A+1/p In.
Les p tels que Ap est de déterminant nul sont en nombre fini, car ce sont
exactement les p pour lesquels 1/p est une valeur propre de A. Mais les
valeurs propres de A sont en nombre fini. Donc pour tout p assez grand
Ap ∈ GLn(K). Cela prouve la densité annoncée.

Théorème 2.5.2 Si f et g sont deux fonctions continues sur E et qui cöıncident
sur une partie F dense dans E, alors f et g sont égales sur E.
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2.6 Compacts

Définition 22 On dit qu’une partie K de E est compacte si toute suite dans
K admet une sous-suite convergente dans X.

Théorème 2.6.1 Toute partie compacte de E est fermée et bornée.

Démonstration Soit K une partie compacte de E. Montrons qu’elle est
fermée. Soit (kn) une suite dans K qui converge vers k ∈ E. On sait que

(kn) admet une sous-suite (kφ(n)) convergente vers un k̂ ∈ K. Mais comme
la suite (kn) est convergente, toutes ses sous-suites ont la même limite. on a
montré que k ∈ K et donc que K est fermé.

Montrons maintenant que K est borné. Par l’absurde, si K est non bornée
il existe une suite (kn) dans K telle que ‖kn‖ ≥ n pour tout n. Clairement
cette suite n’admet pas de sous-suite convergente. �

Théorème 2.6.2 Toute partie fermée d’un compact est compacte

Démonstration Soit F fermé inclus dans K compact. Soit (fn) une suite
dans F , c’est une suite dans K donc elle admet une sous-suite (fφ(n)) conver-
gente vers un f ∈ K. La sous-suite est dans F fermé, donc sa limite aussi.
On a trouvé une sous-suite de (fn) convergente dans F . On a montré que F
est compact. �

Théorème 2.6.3

i) L’intersection de deux compacts est un compact.

ii) L’union de deux compacts est un compact.

iii) Le produit cartésien de deux compacts est un compact.

Démonstration

i) C’est un fermé inclus dans un compact.

ii) Si on prend une suite dans l’union, il y a une infinité” de termes dans l’un
ou l’autre. On peut donc extraire une sous-suite convergente.

iii) Dans le produit, une suite kn, n ∈ N s’écrit (xn, yn). On extrait une
sous-suite convergente (xφ(n)) dans le premier compact. On considère la suite
kφ(n) = (xφ(n), yφ(n)). On extrait une sous-sous-suite convergente yψ(φ(n)) dans
le deuxième compact. On obtient ainsi une sous-suite convergente kψ(φ(n)). �

Théorème 2.6.4 En dimension finie, les parties compactes sont exactement
les parties fermées bornées.
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Démonstration Soit F une partie fermée bornée de E, E.V.N. de dimension
finie, disons d. On se fixe une base de E et on écrit les coordonnées des
éléments de E dans cette base. Comme F est bornée, i.e. ‖f‖ ≤M ∀f ∈ F ,
ses coordonnées sont aussi bornées par M . Donc une suite (fn) dans f est
une suite dans le compact [−M,M ]d. Elle admet une sous-suite convergente
(fφ(n)) dans ce compact. Mais comme F est fermé, cette limite est aussi dans
F . �

Corollaire 2.6.5 En dimension finie, les boules fermées sont compactes.

En dimension infinie ce n’est plus vrai. Voici un contre-exemple. Prenons
l’espace E = B([0, 1]) des fonctions bornées sur [0, 1], muni de la norme
uniforme ‖f‖∞ = sup{|f(x)| ; x ∈ [0, 1]}. Pour tout x ∈ [0, 1] on considère
la fonction fx donnée par

fx(t) =

{
1 si t = x

0 si t 6= x .

Chacune de ces fonctions est de norme 1. Elles sont donc toutes dans la boule
fermée B(0, 1). On a aussi ‖fx − fy‖ = 1, si x 6= y. Donc si on prend une
suite (fxn) de telles fonctions, elles sont dans la boule fermée mais elles sont
toutes à distance 1 l’une de l’autre. On ne risque pas de trouver une sous-
suite convergente ! Donc la boule fermée B(0, 1) n’est pas compacte, alors
qu’elle est fermée et bornée.

Corollaire 2.6.6 En dimension finie toute suite bornée admet une valeur
d’adhérence (i.e. une limite de sous-suite).

Démonstration C’est une suite dans une boule fermée en dimension finie,
donc dans un compact. �

En dimension infinie, si on prend la une suite (fxn) comme définie ci-
dessus, c’est une suite bornée, sans sous-suite convergente.

Proposition 2.6.7 Une suite dans un compact est convergente si et seule-
ment si elle admet une unique valeur d’adhérence.

Démonstration Si une suite est convergente, toutes ses sous-suites ont la
même limite. Donc la suite a une unique valeur d’adhérence.

Inversement, supposons que (un) n’admet qu’une seule valeur d’adhérence,
disons l. Si (un) ne converge pas vers l, ça veut dire qu’il existe ε > 0 tel que
pour tout N ∈ N, il existe n ≥ N avec |un − l| ≥ ε.
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Il existe donc une suite infinie (uφ(n)) de termes de la suite qui sont hors
de la boule B(l, ε). Cette sous-suite est dans un compact par hypothèse,
elle admet donc une valeur d’adhérence m qui vérifie forcément ‖m− l‖ ≥
ε. Ca ferait une autre valeur d’adhérence pour (un) ce qui est contraire à
l’hypothèse. �

On obtient ainsi un très joli théorème.

Théorème 2.6.8 Tout sous-espace de dimension finie d’un espace vectoriel
normé est fermé.

Démonstration Soit F un sous-espace vectoriel de dimension finie de E,
soit (un) une suite dans F qui converge vers l ∈ E. Comme la suite converge,
elle est bornée. Donc la suite (un) est dans une boule fermée de F , donc dans
un compact. Elle admet donc une valeur d’adhérence dans ce compact, donc
dans F . Mais cette valeur d’adhérence ne peut être que l. On a montré que
l ∈ F et que donc F est fermé. �

Une petite application : distance d’un point à un fermé, en dimension
finie. Soit F un fermé de E un e.v.n. de dim finie. Soit x ∈ E, on pose
d(x, F ) = inf{‖y − x‖ ; y ∈ F}. Nous allons montrer que cet inf est atteint,
i.e. que c’est un min.

Par la caractérisation du sup, il existe une suite (yn) dans F telle que
‖yn − x‖ tend vers d(x, F ). En particulier la suite (yn) est bornée (car ‖yn‖ ≤
‖x‖+ ‖yn − x‖ et que la suite (‖yn − x‖) est bornée). C’est une suite bornée
dans un espace de dimension finie, donc elle admet une sous-suite convergente
(yφ(n)), de limite y qui appartient à F car il est fermé.

On a ‖y − x‖ = lim
∥∥yφ(n) − x∥∥ = lim ‖yn − x‖ = d(x, F ). La distance

est atteinte.

On regarde maintenant des propriétés qui lient continuité et compacts.

Théorème 2.6.9 L’image d’un compact par une application continue est un
compact.

Démonstration Soit f : E → F une application continue. Soit K ⊂ E
un compact. On veut montrer que f(K) est compact. Soit (yn) une suite
dans f(K), il existe une suite (xn) dans K telle que yn = f(xn). La suite
(xn) admet une sous-suite (xφ(n)) convergente, de limite x ∈ K. Mais comme
f est continue on a lim yφ(n) = lim f(xφ(n)) = f(x). On a montré que (yn)
admet une sous-suite convergente. On a montré que f(K) est compact. �

Théorème 2.6.10 Toute fonction continue sur un compact atteint son sup
et son inf.
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Démonstration L’image de K compact non vide par f continue est un
compact non vide f(K). Soit M = sup f(K) et soit (yn) une suite dans f(K)
telle que lim yn = M . Alors yn = f(xn) avec xn ∈ K. Ensuite, on a déjà vu
l’argument : il existe une sou-suite xφ(n) qui converge vers x et par continuité
on a f(x) = lim f(xφ(n)) = M . �

Une petite application très utile : distance d’un point à un compact, en
dimension quelconque. Soit K un compact de E un e.v.n. Soit x ∈ E, on
pose d(x,K) = inf{‖y − x‖ ; y ∈ K}. Nous allons montrer que cet inf est
atteint, i.e. que c’est un min.

La fonction y 7→ ‖y − x‖ est continue de K dans R donc elle atteint son
inf.
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Chapitre 3

Séries de fonctions

3.1 Suites de fonctions

Dans toute la suite on considère des fonctions fn : E 7→ F , où E,F sont
des e.v.n. de dimension finie.

Définition 23 Une suite (fn) de fonction converge simplement (CVS) vers
une fonction f sur A ⊂ E, si

lim
n→+∞

fn(x) = f(x)

pour tout x ∈ A.
Une suite (fn) de fonction converge uniformément (CVU) vers une fonc-

tion f sur A ⊂ E, si

∀ε > 0,∃N ∈ N / n ≥ N ⇒ ‖fn(x)− f(x)‖ ≤ ε,∀x ∈ A .

On pose
µn(A) = sup{‖fn(x)− f(x)‖ ; x ∈ A} .

Notez que la CVU implique évidemment la CVS.

Théorème 3.1.1 La suite (fn) CVU vers f sur A si et seulement si limn→+∞ µn(A) =
0.

Démonstration Si (fn) CVU vers f sur A alors

∀ε > 0,∃N ∈ N / n ≥ N ⇒ ‖fn(x)− f(x)‖ ≤ ε,∀x ∈ A .

En particulier µn(A) ≤ ε.

27



28 CHAPITRE 3. SÉRIES DE FONCTIONS

Inversement, si µn(A) tend vers 0,

∀ε > 0,∃N ∈ N / n ≥ N ⇒ µn(A) ≤ ε .

En particulier ‖fn(x)− f(x)‖ ≤ ε,∀x ∈ A. �
Un exemple qui reviendra souvent. Considérons la suite (fn) de fonctions

sur [0, 1] définies par fn(x) = xn. Alors cette suite CVS vers

f(x) =

{
0 si x ∈ [0, 1[

1 si x = 1 .

Par contre on trouve facilement µn([0, 1]) = 1. Il n’y a donc pas CVU
vers f sur [0, 1].

Notez que µn([0, 1/2]) = 1/2n et que donc il y a CVU vers f sur [0, 1/2]
(et même sur [0, a] pour tout 0 ≤ a < 1).

Définition 24 On rappelle qu’une suite réelle (un) est de Cauchy si

∀ε > 0,∃N ∈ N / p, q ≥ N ⇒ |up − uq| ≤ ε .

Et on rappelle qu’une suite réelle est de Cauchy si et seulement si elle est
convergente.

Une suite (fn) de fonctions est de Cauchy uniforme sur A si

∀ε > 0,∃N ∈ N / p, q ≥ N ⇒ ‖fp(x)− fq(x)‖ ≤ ε,∀x ∈ A .

Proposition 3.1.2 Une suite de fonctions (fn) CVU sur A si et seulement
si elle est de Cauchy uniforme sur A.

Non démontré, facile.

Théorème 3.1.3 Si (fn) CVU vers f sur A et si chaque fn est continue sur
A, alors f est continue sur A.

Démonstration

‖f(x)− f(a)‖ ≤ ‖f(x)− fn(x)‖+ ‖fn(x)− fn(a)‖+ ‖fn(a)− f(a)‖
≤ 2µn(A) + ‖fn(x)− fn(a)‖ .

Si on a choisi n tel que µn(A) ≤ ε et qu’on choisit δ > 0 tel que ‖x− a‖ ≤
δ ⇒ ‖fn(x)− fn(a)‖ ≤ ε, on trouve finalement ‖f(x)− f(a)‖ ≤ 3ε . �

On voit bien avec la suite de fonctions xn étudiée ci-dessus, que sans la
convergence uniforme on peut perdfre la continuité de la fonction limite f .
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3.2 Séries de fonctions

Définition 25 On se donne une suite (fn) de fonctions et on considère les
sommes partielles

SN(x) =
+∞∑
n=0

fn(x) .

On s’intéresse à la convergence de ces sommes partielles vers une limite S(x)
que l’on note alors

S(x) =
+∞∑
n=0

fn(x) .

On dit que la séries des fn CVS sur A si SN CVS vers S sur A.
On dit que séries des fn CVU sur A si SN CVU vers S sur A.
On notera

RN(x) = S(x)− SN(x) =
+∞∑

n=N+1

fn(x) ,

le reste de la série.

Proposition 3.2.1 Soit
∑

n fn une série qui CVS sur A. Cette série CVU
sur A si et seulement si la suite (RN) CVU vers 0 sur A.

Non démontrée, facile.

Proposition 3.2.2 (Cauchy uniforme) La série de fonction
∑

n fn(x) CVU
sur A si et seulement si

∀ε > 0, ∃N ∈ N / p, q ≥ N ⇒ ‖Sq(x)− Sp(x)‖ ≤ ε,∀x ∈ A .

Immédiat.

Définition 26 On dit que la série de fonctions
∑

n fn(x) converge absolu-
ment sur A (noté CVA) si ∑

n

‖fn(x)‖

est convergente. On a, comme pour les séries réelles, que la convergence
absolue entraine la convergence simple.

On dit que la séries de fonctions
∑

n fn(x) converge normalement sur A (noté
CVN) si ∑

n

‖fn‖∞,A

converge, où
‖fn‖∞,A = sup{‖fn(x)‖ ;x ∈ A} .



30 CHAPITRE 3. SÉRIES DE FONCTIONS

Théorème 3.2.3 Si
∑

n fn CVN sur A, alors elle CVA sur A, mais aussi
elle CVU sur A. On a alors∥∥∥∥∥∑

n

fn

∥∥∥∥∥
∞,A

≤
∑
n

‖fn‖∞,A .

Démonstration Posons αn = ‖fn‖∞,A. Si on a CVN ça veut dire que
‖fn(x)‖ ≤ αn avec

∑
n αn <∞. On a donc CVA.

On a aussi

‖fp+1(x) + . . .+ fq(x)‖ ≤ αp+1 + . . .+ αq

Mais la quantité de droite tend vers 0 (quand p, q tendent vers +∞), donc
la quantité de gauche aussi. On a Cauchy uniforme, donc on a CVU.

Enfin, on a∥∥∥∥∥
N∑
n=0

fn(x)

∥∥∥∥∥ ≤
N∑
n=0

‖fn(x)‖ ≤
N∑
n=0

‖fn‖∞,A ≤
∞∑
n=0

‖fn‖∞,A .

Comme cela est vrai pour tout x ∈ A, on a∥∥∥∥∥∑
n

fn

∥∥∥∥∥
∞,A

≤
∑
n

‖fn‖∞,A .

�

3.3 Régularité des séries de fonctions

Reprenons notre suite de fonctions fn(x) = xn sur [0, 1], avec sa limite
f(x) telle qu’on l’a obtenue plus haut. Notez que

lim
x→1

fn(x) = 1 ,

pour tout n. Et que donc

lim
n→+∞

lim
x→1

fn(x) = 1 .

Par contre
f(x) = lim

n→+∞
fn(x)

et
lim
x→1

f(x) = 0 ;
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Donc

lim
x→1

lim
n→+∞

fn(x) = 0 .

On vient de voir quelque chose de très important : quand on regarde la
double limite sur deux paramètres (ici n → +∞ et x → 1), on ne peut pas
toujours intervertir les limites.

Cela a des conséquences sur beaucoup de choses :

– Est ce que la fonction limite d’une suite de fonctions continues est elle même
continue ? En général non, car la continuité est elle même une propriété de
limite, donc on a ce même problème d’interversion.

– Est ce que la dérivée de la fonction limite d’une suite de fonctions est la
limite des dérivées ? En général non, car la dérivée est elle même une limite,
donc on a ce même problème d’interversion.

– Est ce que l’intégrale d’une fonction limite d’une suite de fonctions est
l’intégrale de la limite ? En général non, car la continuité est elle même une
propriété de limite, donc on a ce même problème d’interversion.

Et du coup on a les mêmes problèmes avec les séries de fonctions, car les
séries de fonctions sont des limites.

– Est ce que la fonction
∑

n fn est continue si chaque fn est continue ? En
général non.

– Est ce que (
∑

n fn)′ =
∑

n f
′
n ? En général non.

– Est ce que
∫ ∑

n fn =
∑

n

∫
fn ? En général non.

Du coup, la question naturelle est : Quelle condition supplémentaire fera
marcher toutes ces interversions de limites, interversion somme-intégrale, etc.
La réponse est : la convergence uniforme.

La clef est ce théorème.

Théorème 3.3.1 (Théorème de la double limite) Soit un(x) une suite
de fonction qui CVU vers u(x) sur A. Supposons que a ∈ A et que

ln = lim
x→a

un(x)

existe pour tout n.
Alors la suite (ln) est convergente et sa limite l vérifie

l = lim
x→a

u(x) .

Autrement dit

lim
x→a

lim
n→+∞

un(x) = lim
n→+∞

lim
x→a

un(x) .
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Démonstration Nous montrons d’abord que la suite (ln) est bornée. Soit
ε = 1, alors il existe N tel que n ≥ N implique ‖un(x)− u(x)‖ ≤ 1 pour
tout x ∈ A. Donc ‖un(x)− uN(x)‖ ≤ 2 pour tout x ∈ A. En passant à la
limite x→ a on obtient ‖ln − lN‖ ≤ 2. La suite (ln) est donc bornée pour les
termes au delà de N , elle est donc bornée tout court.

Par Bolzano-Weierstrass, on peut extraire une sous-suite (lφ(n)) conver-
gente, de limite l. Soit ε > 0 fixé. On a donc

∃N ;n ≥ N ⇒
∥∥lφ(n) − l∥∥ ≤ ε .

Rappellons qu’on aussi

∃N ;n ≥ N ⇒ ‖un(x)− u(x)‖ ≤ ε ,∀x ∈ A ;

donc ∥∥uφ(n)(x)− u(x)
∥∥ ≤ ε ,∀x ∈ A .

Enfin,

∃δ > 0; ‖x− a‖ ≤ δ ⇒
∥∥uφ(N)(x)− lφ(N)

∥∥ ≤ ε .

Au final on obtient

‖u(x)− l‖ ≤
∥∥u(x)− uφ(N)(x)

∥∥+
∥∥uφ(N)(x)− lφ(N)

∥∥+
∥∥lφ(N)(x)− l

∥∥
≤ 3ε .

La limite l ainsi obtenue est limite de u(x), elle est ainsi déterminée complètement.
Donc la suite (ln) n’admet qu’une seule valeur d’adhérence. Elle est donc
convergence, de limite l. Ce qui prouve le théorème. �

Ce théorème se traduit immédiatement pour les séries de fonctions.

Théorème 3.3.2 Si
∑

n fn CVU sur A, si a ∈ A et si limx→a fn(x) = ln
existe pour tout n, alors

∑
n ln converge et

lim
x→a

∑
n

fn(x) =
∑
n

ln =
∑
n

lim
x→a

fn(x) .

Le théorème correspondant pour la continuité suit très facilement main-
tenant.

Théorème 3.3.3 Soit (un) une suite de fonction continues sur I est qui
CVU vers u sur I (ou bien seulement sur tout segment de I), alors u est
continue sur I.
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Théorème 3.3.4 Soit
∑

n fn une série de fonctions qui CVU sur I (ou bien
seulement sur tout segment de I), alors la fonction S(x) =

∑
n fn(x) est

continue sur I.

On peut aussi regarder intégration et dérivation, mais cela ne concerne
que les fonctions de R à valeurs dans un E.V.N. de dim finie F . On se place
donc désormais dans ce cadre.

Théorème 3.3.5 Soit (un) une suite de fonction de [a, b] dans F telle que
chaque un est continue sur [a, b] et telle que (un) CVU vers u sur [a, b]. Alors
u est continue sur [a, b] et on a

lim
n→+∞

∫ b

a

un(x) dx =

∫ b

a

u(x) dx .

Théorème 3.3.6 Soit
∑

n fn une série de fonction de [a, b] dans F telle que
chaque fn est continue sur [a, b] et telle que la série CVU sur [a, b]. Alors
S =

∑
n fn est continue sur [a, b] et on a∫ b

a

∑
n

fn(x) dx =
∑
n

∫ b

a

fn(x) dx .

Pour la dérivation, l’énoncé est un peu différent. Nous le donnons sans
preuve.

Théorème 3.3.7 Soit (un) une suite de fonction C1 sur I ⊂ R, à valeurs
dans F . On suppose que la suite (un) CVS vers une fonction u sur I. On
suppose que (u′n) CVU sur I (ou sur tout segment de I), alors u est C1 sur
I et

u′(x) = lim
n
u′n(x) .

Théorème 3.3.8 Soit
∑

n fn une série de fonction C1 sur I ⊂ R, à valeurs
dans F . On suppose que la série

∑
n fn CVS sur I. On suppose que

∑
n f
′
n

CVU sur I (ou sur tout segment de I), alors S =
∑

n fn est C1 sur I et(∑
n

fn

)′
=
∑
n

f ′n .

Si on veut itérer le théorème ci-dessus pour calculer des dérivées d’ordre
supérieur, on a l’énoncé suivant.
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Théorème 3.3.9 Soit (un) une suite de fonction Cp sur I ⊂ R, à valeurs

dans F . On suppose que les suites (un), (u′n), . . . , (u
(p−1)
n ) CVS vers une fonc-

tion u sur I. On suppose que (u
(p)
n ) CVU sur I (ou sur tout segment de I),

alors u est Cp sur I et
u(k)(x) = lim

n
u(k)n (x) ,

pour tout 0 ≤ k ≤ p.

Théorème 3.3.10 Soit
∑

n fn une série de fonction Cp sur I ⊂ R, à valeurs

dans F . On suppose que les séries
∑

n fn,
∑

n f
′
n, . . . ,

∑
n f

(p−1)
n CVS sur I.

On suppose que
∑

n f
(p)
n CVU sur I (ou sur tout segment de I), alors S =∑

n fn est Cp sur I et (∑
n

fn

)(k)

=
∑
n

f (k)
n ,

pour tout 0 ≤ k ≤ p.



Chapitre 4

Séries entières

Le but de chapitre est d’étudier des séries de fonctions particulières, les
séries entières, i.e. celles de la forme

f(z) =
∑
n∈N

an z
n

où z ∈ C et an ∈ C.
On veut étudier leur convergence, leur régularité et voir que la plupar t

des fonctions usuelles admettent une écriture de cette forme.

4.1 Convergence des séries entières

Définition 27 On appelle série entière de coefficients (an) la série de fonc-
tions de la forme

S(z) =
∑
n∈N

an z
n

où z ∈ C et an ∈ C.
L’ensemble D ⊂ C des z pour lesquelles la série converge est appelé do-

maine de convergence de la série entière.
La fonction S(z) définie sur D est appelée somme de la série.

Par exemple la série ∑
n

zn

converge pour |z| < 1 et vaut
1

1− z
.

35
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Proposition 4.1.1 Soit z0 ∈ C tel que la suite (an z
n
0 ) soit bornée. Alors

pour tout z ∈ C tel que |z| < |z0| la série
∑

n an z
n est absolument conver-

gente.

Démonstration On suppose donc que |an zn0 | ≤M . Pour |z| < |z0| on a

|an zn| ≤M

∣∣∣∣ zz0
∣∣∣∣n .

Comme |z/z0| < 1 on a la convergence voulue. �

Définition 28 On appelle rayon de convergence de la série

R = sup{r ≥ 0 ; (an r
n) est bornée} ∈ R+∪ {+∞} .

Théorème 4.1.2 Si
∑

n an z
n est une série entière de rayon de convergence

R alors

Si |z| < R la série converge absolument.

Si |z| > R la série diverge (grossièrement).

Démonstration Si |z| < R alors il existe r tel que |z| < r < R et (an rn)
est bornée. On a alors déjà vu la preuve que

∑
n an z

n converge absolument.
Si |z| > R alors (an z

n) n’est pas bornée, donc elle ne tend ceretainement
pas vers 0, on a divergence grossière de la série. �

Corollaire 4.1.3 Si
∑

n an z
n est une série entière de rayon de convergence

R alors son domaine de convergence D vérifie :

Si R = 0 alors D = {0}.
Si R = +∞ alors D = C.

Si R ∈]0,+∞[ alors B(0, R) ⊂ D ⊂ B(0, R).

Notez que pour ce qu’il se passe sur S(0, R) on n’en sait rien a priori. Ca
dépend des séries.

Théorème 4.1.4 Une série entière de rayon de convergence R > 0 converge
normalement sur tout disque fermé de rayon r < R.

Démonstration Si z ∈ B(0, r) alors |an zn| ≤ |an| rn et cette dernière est
de somme convergente. On a la convergence normale. �

Attention ! Il se peut qu’il n’y ait pas convergence normale sur B(0, R).

Corollaire 4.1.5 La somme d’une série entière de rayon de convergence
R > 0 est continue sur B(0, R).
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4.2 Calcul du rayon de convergence

Théorème 4.2.1 Si

lim
n

∣∣∣∣an+1

an

∣∣∣∣ = l

alors

R = 1/l .

Démonstration Posons r = 1/l et notons R le rayon de convergence. Si
|z| < r alors

lim

∣∣∣∣an+1 z
n+1

an zn

∣∣∣∣ = l |z| < 1

et la série
∑

n an z
n converge. En particulier R ≥ r.

Si |z| > r alors

lim

∣∣∣∣an+1 z
n+1

an zn

∣∣∣∣ = l |z| > 1

et la série
∑

n an z
n diverge. En particulier R ≤ r.

D’où R = r = 1/l. �
On a le même résultat avec le critère de Cauchy.

Théorème 4.2.2 Si

lim
n
|an|1/n = l

alors

R = 1/l .

Démonstration Posons r = 1/l et notons R le rayon de convergence. Si
|z| < r alors

lim |an zn|1/n = l |z| < 1

et la série
∑

n an z
n converge. En particulier R ≥ r.

Si |z| > r alors

lim |an zn|1/n = l |z| > 1

et la série
∑

n an z
n diverge. En particulier R ≤ r.

D’où R = r = 1/l. �

Nous allons maintenant nous concentrer sur le cas des séries dites lacu-
naires, c’est à dire du genre

∞∑
n=0

an z
3n ,
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ou n’importe qu’elle autre puissance du genre zkn avec k fixé. Par exemple
la série du cos : ∑

n

(−1)n

(2n)!
x2n .

Il faut d’abord voir que ce sont des séries entières ; en effet,
∑

n an z
3n peut

s’écrire
∑

n bn z
n avec

(bn) = (a0, 0, 0, a1, 0, 0, a2, . . .) .

C’est pour ça qu’on les appelle lacunaires.
Que peut-on dire du rayon de convergence de cette série, comparé au

rayon de convergence de
∑

n an z
n ?

Théorème 4.2.3 Si le rayon de convergence de
∑

n an z
n est R, alors celui

de
∑

n an z
kn est R1/k.

Démonstration Si r < R et si |z| ≤ r1/k alors
∣∣zk∣∣ < r et la série∑

n an (zk)n converge.
Si r > R et si |z| ≥ r1/kon obtient de la même façon que

∑
n an (zk)n

diverge.
Maintenant le raisonnement est le suivant, si |z| < R1/k alors |z|k < R ;

il existe donc r tel que |z|k < r < R et donc |z| < r1/k. Dans ce cas on a vu
que la série

∑
n an z

kn converge.
Si |z| > R1/k, avec un raisonnement similaire on montre que

∑
n an z

kn

diverge. On a prouvé que le rayon de convergence c’est R1/k. �

Proposition 4.2.4 Soient
∑

n an z
n et

∑
n bn z

n deux séries entières de rayon
de convergence Ra et Rb respectivement.

1) Si an = O(bn) alors Ra ≥ Rb.

2) Si an = o(bn) alors Ra ≥ Rb.

3) Si an ∼ bn alors RA = Rb.

Démonstration

1) Si il existe C tel que |an| ≤ C |bn|, prenons z tel que |z| < Rb, alors

|an zn| ≤ C |bn| |zn| .

Donc la suite de droite est bornée puisqu’on est en dessous du rayon de
convergence Rb. Cela prouve que la suite de gauche est bornée et donc que
Ra est supérieur à cette valeur de |z|.
2) Si an = o(bn) alors an = O(bn) et on utilise 1).

3) Si an ∼ bn alors an = O(bn) et bn = O(an). On utilise 1) dans les deux
sens. �
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Proposition 4.2.5 Les séries
∑

n an z
n et

∑
n n an z

n ont même rayon de
convergence.

Démonstration Si on note R et R′ les rayons de convergence respectifs, on
a immédiatement R ≥ R′.

Mais si |z| < R alors il existe ρ tel que |z| < ρ < R et on obtient

n an z
n = n

(
z

ρ

)n
an ρ

n .

Et comme n (z/ρ)n converge, elle est bornée et
∑

n n an z
n converge. On a

montré que R′ ≥ R et donc que R′ = R. �

Corollaire 4.2.6 Toutes les séries
∑

n n
α an z

n, α ∈ R, ont même rayon de
convergence.

Démonstration Par la proposition précédente on a facilement que les séries∑
n n

k an z
n, k ∈ Z, ont même rayon de convergence. Maintenant pour α ∈ R

on encadre α entre deux entiers et on a facilement le résultat. �

4.3 Sommes et produits de séries entières

Proposition 4.3.1 Soient
∑

n an z
n et

∑
n bn z

n des séries entières de rayon
de convergence Ra et Rb. La série entière

∑
n(an + bn) zn a un rayon de

convergence R qui vérifie{
R = minRa, Rb si Ra 6= Rb ,

R ≥ Ra si Ra = Rb .

De plus, si |z| < min{Ra, Rb} alors∑
n

(an + bn) zn =
∑
n

an z
n +

∑
n

bn z
n .

Démonstration Si |z| < min{Ra, Rb} alors les suites (an z
n) et (bn z

n)
sont bornées, donc la suite ((an + bn) zn) est bornée. Cela prouve que R ≥
min{Ra, Rb}.

Si Ra < Rb (l’autre cas se traite de la même façon) et si Ra < |z| ≤
Rb alors (an z

n) est non bornée tandis que (bn z
n) est bornée, donc la suite

((an + bn) zn) est non bornée. Cela prouve que R ≤ Ra.
La dernière assertion de la proposition est facile. �
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Définition 29 On appelle série produit des séries entières
∑

n an z
n et

∑
n bn z

n

la série entière
∑

n cn z
n où

cn =
n∑
k=0

ak bn−k .

Proposition 4.3.2 Le rayon de convergence de la série entière produit vérifie

R ≥ min{Ra, Rb} .

De plus, pour |z| < min{Ra, Rb} on a

∑
n

cn z
n =

(∑
n

an z
n

) (∑
n

bn z
n

)
.

Démonstration On remarque que

cn z
n =

n∑
k=0

(ak z
k) (bn−k z

n−k) .

Donc la série
∑

n cn z
n est le produit de Cauchy des séries

∑
n an z

n et∑
n bn z

n. On sait donc qu’elle convergera quand les deux séries convergent,
d’où R ≥ min{Ra, Rb} et le reste de la proposition. �

4.4 Séries entières de la variable réelle

On s’intéresse au cas où la variable z de la série entière est réelle (notée
x du coup) ; notez par contre que les an peuvent rester complexes. Si on
résumes les résultats obtenus plus haut, on obtient dans ce cas le théorème
suivant.

Théorème 4.4.1 La série entière de variable réelle
∑

n an x
n admet un rayon

de convergence R.

Si R = 0 la série ne convergence qu’en 0. Si R = +∞ la série converge sur R.
Si R ∈ R+∗ la série converge sur ]−R,R[ et diverge sur ]−∞,−R[∪]R,+∞[.
Le domaine de convergence D de la série vérifie ]−R,R[⊂ D ⊂ [−R,R].

La série converge normalement sur tout intervalle [−r, r] avec 0 ≤ r < R.

La série est continue sur ]−R,R[.
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Théorème 4.4.2 Si la série entière S(x) =
∑

n anx
n a pour rayon de conver-

gence R > 0, alors la série entière

T (x) =
∑
n

an
n+ 1

xn+1

a le même rayon de convergence. De plus la fonction T est sur ] − R,R[ la
primitive de S qui s’annule en 0.

Démonstration Sur tout segment inclus dans ] − R,R[ la série
∑

n an x
n

converge normalement, donc uniformément, donc en particulier, pour tout
x ∈]−R,R[ on a∫ x

0

∑
n

an t
n dt =

∑
n

∫ x

0

an t
n dt =

∑
n

an
n+ 1

xn+1 .

D’où le résultat. �

Théorème 4.4.3 Si la série entière S(x) =
∑

n anx
n a pour rayon de conver-

gence R > 0, alors la série entière

U(x) =
∑
n≥1

n an x
n−1

a le même rayon de convergence. De plus la fonction U est sur ] − R,R[ la
fonction dérivée de S.

Démonstration Sur tout segment inclus dans ]−R,R[ la série
∑

n≥1 n an x
n−1

converge normalement, donc uniformément ; la série
∑

n an x
n converge sim-

plement. Donc on peut appliquer le théorème de dérivation des séries entières :
la fonction S est C1 sur ]−R,R[ et(∑

n

an x
n

)′
=
∑
n

(an x
n)′ =

∑
n≥1

n an x
n−1 .

D’où le résultat. �

Théorème 4.4.4 La série entière S(x) =
∑

n an x
n de rayon de convergence

R > 0 est C∞ sur ]−R,R[ et

S(k)(x) =
∑
n≥k

n(n− 1) . . . (n− k + 1) an x
n−k .
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Théorème 4.4.5 Si une série entière S(x) =
∑

n an x
n de rayon de conver-

gence R > 0, alors

an =
S(n)(0)

n!
.

Démonstration Le théorème ci-dessus donne S(k)(0) = k! ak. �

Théorème 4.4.6 Si deux séries entières sont égales sur un voisinage de 0
alors elles sont égales partout où elles sont définies.

4.5 Fonction développables en séries entières

Définition 30 On dit qu’une fonction f : I → C est développable en série
entière sur ]− r, r[ s’il existe une série entière S(x) =

∑
n an x

n convergente
sur ]− r, r[ et telle que S(x) = f(x) sur ]− r, r[.

Théorème 4.5.1 Si f est développable en série entière sur ] − R,R[ alors
elle est C∞ sur ]−R,R[ et sa série entière f(x) =

∑
n an x

n est donnée par

an =
f (n)(0)

n!
.

Attention ! Il existe des fonction C∞ qui ne sont pas D.S.E. Par exemple
f(x) = e−1/x

2
définie sur R (avec un prolongement par continuité en 0 pour

f(0) = 0) est C∞, y compris en 0 car

lim
n
x−n f(x) = 0

pour tout n et donc, par le théorème de la limite de la dérivée, on voit
facilement que f est dérivable indéfiniment en 0, et que toutes ses dérivées
en 0 sont 0.

Si f était D.S.E. sur ]−r, r[ on a vu que les coefficients de son développement
seraient an = 0 du coup. Ce qui est impossible.

Voici un critère pour une réciproque qui marche.

Théorème 4.5.2 Si f est C∞ sur ] − R,R[ et s’il existe M,a > 0 tels que
pour tout x ∈]−R,R[, tout n ∈ N on ait∣∣f (n)(x)

∣∣ ≤M an

alors f est D.S.E. sur ]−R,R[.
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Démonstration On fait un développement de Taylor de f avec reste
intégral

f(x) =
n∑
k=0

f (k)(0)

k!
xk + rn(x)

avec

rn(x) =

∫ x

0

(x− t)n

n!
f (n+1)(t) dt .

On a donc

|rn(x)| ≤
∫ x

0

(x− t)n

n!
M an dt =

xn+1

n!
M an .

Le reste tend donc vers 0, la fonction f(x) est bien la limite de
∑n

k=0
f (k)(0)
k!

xk.
�

Théorème 4.5.3 Si f, g sont D.S.E. sur ] − R,R[ alors, λf + µg et fg le
sont aussi. Il en est de même pour f , <(f) et Im (f).

Si f est D.S.E. sur ]−R,R[ alors f ′ aussi. De même pour f (k).

Si f est D.S.E. sur ]−R,R[ alors ses primitives aussi.

Théorème 4.5.4 Pour tout α ∈ R la fonction f(x) = (1 − x)α est D.S.E.
sur ]− 1, 1[, de série entière

∞∑
k=0

α(α− 1) . . . (α− n+ 1)

n!
xn .

Démonstration La série entière annoncée ci-dessus a pour rayon de conver-
gence 1 (par d’Alembert, par exemple), elle est donc convergente sur ]−1, 1[.
Sa somme S est donc dérivable sur ]− 1, 1[ et on voit facilement que

S ′(x) = αS(x)− xS ′(x) .

En résolvant l’équation différentielle on trouve S(x) = (1− x)α. �
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Chapitre 5

Calcul différentiel

5.1 Continuité

5.2 Différentielle

45


