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Partie I SERIES ENT  IE RES
,

AN ALYCE TE 's

C-  XP - LOG  COMPLEXES

I
.

Dedication  Complexe

Soit r un  ou  vent de E  eh f : r → Q . On dit que f est Cl -
de hiv  able  engo e r

( ou plus  s  implement dehivable  en go ) si

f- (3) - f Go )
lim -

z → Zo 3 - 30

exile .

On la  note  alon f
'
C go ) .

La dehivabilihe '

en go est Equivalence  a-

f ( z ) = f ( 30 ) t f
'

Cso ) ( 3 - Zo ) to (3-30) ( 1.1 )

Si f  est definable  en tout point 3 ,

Er
,

on dit que f  est holomonphe  sur I
.

On  note H ( r ) lls pace des fond ions Lolo  morpho  sun r
.

De la  meine f  agon  on peal de
'

finch le fail d
'

entree Ck sun r
,  ou been  C -

suer
,

airs  i

que les de hive's  success  in  es f
" "

( go ) .

Les fo  nations ztszn  sont holo  morph es  sur E
,

de de 're 've 'e z ↳  nsf
- I

.

La for  clean z t >  e3 est halo  morph e  sur Cl
,

de de 're 've 'e  e3
.

La fo  notion zts 5 est  nuke part desirable
.

Not ez que  si f  est a - derivable en  x  EIR ,  aeons  elle  est IR - dehivable  en  x  et les de 're 've 'g

coincident .
 L

'
inverse  esh faux  i 3 to 5  est  IR - desirable  sun Lout  IR

,
elle  esh n  alle part

a - de 're  able
.



2
.

Rappels  sur les  se hies  entices

On  rap pelle gu
'

une  se
'

nie de la for  me

to n

f (3) = I an

(3-30)
, z Ed

, z.EE ,
an EQ (

1.2
)

n  =  O

est appelle'e  Seki  e  ent  ie 're  centre '

e  en go ;  elle  ad met an  rayon de  convergence

I

R=  -

eimnsup

tant
'T ( 1.3 )

qui  est Lee
que

la  seen  ie  converge  abso lament  eh  uniform  e' ment sur toute

B-

Go
,  r )

t  elle que  re R
,

et diverge gromiinemenh hors de

BT3o
,

R ) .

The 'ore' me I. I

< a  serie entree 're f ( z ) = I an ( z - 3.)
n

esh C
-

sun  D ( zo ,
R ) . Ses de '

rivets
n -

- o

n - G

f
th Yz ) =

,

ncn - it - . . C n - htt ) an(3-30)( 1.4 )

Ont mime  rayon
de  convergence que f .

Not ez qu
 '

on  a aeons

f- '  "
C so ) ( I. 5)

An =

I ,
n  E  IN .

C-  in  particulier la  sehie  entire  est determine  '

e de  manic 're  unique par les  valuers  de f ( z )
sur  n' impale quel D ( Zo , E ) avec  OLE  ER .

Dem
-

-

Pour  ringR  et z E  D ( go ,
on  a  n  tant 13-301

"

E
n lantz ni  

=  n (ft )
"

lanl  ri .

La  suite  I ant  ri  est  bonnie  car  En tant  ni  converge ,
la  se 've  I n (¥ )

"

converge .
 Done  I n Kent 13 - 30 In

converge  normale  meat  sun Lout  D-( So ,  r ) avec  r  CR ..

Si 13-301=57 R alon  n  Ian 113 - 301
"  Z  (cent g

n
eh la  set  ie diverge gross  ie 're  meal .

On  a  no - he '

que le RC  V  de En nan ( 3 - 3.)
n est R

.

Si 3 E  D ( Zo ,
R )

,  pre - ons  r  tee que  13-301 an  < R
,



f-(ztw)w-f = In an
( 3+%

"

( pour  w  ta  

ztwc-BG.ir
))

w

Comme la  since  Ci - denies  converge  non  male  meal  sur I( za ,  r )
,  on peal  intervention Eino et  E i

ewing
.

I H3tI3 )
= I fig

.

an

'

3*-3055-(3-30)
"

= E
, ,

an  n' 3-305 '
.

On  a  monte
' le theorem pour

la de 're  vie premiere .
 C ' est facile  ensuite  d

'

ite  her
.

De la for  mule FEI) =II nu - " - - - Cn - ht 's an ( 3-  3.)
" h

on  line flhlcz
. )=  k !  ae .

1B

Thebaine I .
2 ( Inversion locale des  se hies  enriches )

Soit f ( Z ) =

,

an ( 3 - go )
"

une  se
'

nie  edie 're
,  centred  en 3 ,

de RCV Rf >  0
.

 Si  ai  to

Alois  il exist e  une  unique  seh  ie  eat  ie 're g ( z ) = ⇐
 ,

bn ( z -
aojn

,

de RC  V Rg >  o  et il exist e

r >  o tee que fog (3) = z pour
tout

z E D Cao
,

r ) . On  a  en particulier bo  = go
et b

,
= Ya

,

.

Ie exist e  anssi g so I - ee
que g of (3) =3 pour

 tout 3 E  D ( go , 5) .

Dem

Pour  commences  on  suppose go
=  do  =  o

.

A ins i f ( z ) =

,

an z ?

M  h I

2 wand on de 've Poppe  une  expression  de be fo - me ⇐ an (
,

bmzm ) sous formed ur

poly non me Pw
,  n

(3) on  remarque facile  menu que :

-
les co  effs de alegre

' k sont les  memes F  N
,

or I -

q
Nn M > G .

-  Ce  coefficient fixe
' de 3h est  de la for  me  a

, be t Pg ( az ,
. . .

, Aa ,
b

,  , - - .

, be - , ) ou
'  

Pg
esh  un

poly no-one fixe
'

,
line  '

dine  en les  ai ,
a- coefficients  70

Si  on  real que  Pw
,  n

( 3 ) = z t  Ternes de alegre's  3 Nnn
,  ie facet  et  ie  suffice de  preacher b

,  =  Ya
, ,

pain , par  recurrence
, quand b

, ,
. .  .

, bn
- ,  soul fixe 's

,
no  aver

bee par la  relation

a
,

be- Pg( az ,  - - - ,  as ,
b

, ,  
- - -

, bee - ,
) . On fixe  airs .

'

 une  suite  unique ( bn ) n ,  ,
-

Nous  allows  maintenance mourner que
la  Seki  e g C z ) =  ⇐

,

b
n z

"

a  un RCV  Rg >  O .

Come
' dehorns la  se 're '  e S ( z ) = A

, 3 -
 I An 5 ,  ou

'  A
,  =  lad et  An > lanl

,  no , 2
. On  construct

h >  2

la  suite ( Bn ) associate
,  comme  ee - denies .

 On  a

B
,  = at

,

= Fa
, ,

= lb ,
I .



A
,
Bz  =P

, ( Az , B
, ) > ,

P ( la , I ,
I bit ) car  Pz esta  co  effs  30

>,
I Pcaa , be ) I

Ainsi  Ba 7 lP% I
> , I Plate I = lbzl .

Par  recurrence

A
,

Ba  =  Pn ( Az ,  - - -

,
An

,
Bi ,  - - -

,  Bn - , ) 7 Ffl del ,  
- - .

, lanl
,

I bit ,  
- - - i Ibn - it ) 7 IPrfaz ,  

- . .

,  an ,
b

, ,  - - .

,
bn - , ) I

et finale  meal Bn 7 lbbnl .

En particulier ,
la  se 've  entice ⇐

,

Bn 3
"  a  an  RCV  infehieur  a-  celuc '

de It
,

bag ?

Si  on  montee qu
 ' elle  a  an RC V >  o  on  a gagne !

On  mend r >  o hee que  ⇐
,

lanl  r
"  converge ,

done FM hq €
,

lanl r
"  E  n

. On pose A
,  =  la , I

et for > 2
, An  = Inn 7 lanl

. Aeon Scg ) = A
, z - ⇐ n (In)

"

=
A

, z -
 n 3%21

- 3h
'

Cette faction  s
'

inverse  en  re 's  olvant 32 ( At * Iz ) - z ( Ait  %) t y =  O
,

i.  e .

-

y =

A
,  t  94 - ✓ A ! - 2A

, % - 4  n  's  Irl  t  2  A ,  Yr
- - ( car la  solution doit s

' annular  en g
=  0 ) .

2 ( Eat%)

La partie  en
M s

' e' crit A
,

VII qui  est  DS  E poor I ul Cl
,

done pour ly I suffisamment petit .

A Ins . 
- la  se

'
nie S ad meh une  se

' nie  re
'  Ci mo que  T de Rev  SO .

On  a S o  T Cz ) =3 pour z

saff is  a  moment petit .
En  re prevent le  raison  ne  meal  sun

ee  alegre
' des tames  dam le develop -

penned de  So  TCZ )
,  on  voice facile  meal que T  est la  seki  e I.

 , Bn3h .

A  ins  c
'

 cette der  nie 're  a

an  RC  V  Do  ec done  ⇐
,

bnsf anssi
,

comme  nous l '
anons  remarque

' plus haul
.

Soil gcz ) =  ⇐ busy ,
aeons g est  continue  et glo ) -

-
0

,
done Fr>  O Lg Fg E  DCO , r ) on  a  it

19(3) I L Rf . La  se 're ie  compose 'e fog ( z ) est  bien de
'

fi  nie .

Le  coefficient de zee dam fog est donne
'

par le  develop peon  eat de l '

expression an ( ⇐
 ,

bmzm )
"

pour  N
,  no

,
k

.
 De plus ,  une  som  me du  type an ( ⇐ma ,

?m3m)
"

ne  compote aucan  tame  de degree
'  E  k

.

A ins  i
,  si  on  note for (3)  =  

,

an  3
"

I  9M = =
,

b mgm ,
on  a ,  pour  N  7h ,

f- no go.cz ) = z t ( Fn - firm ) o ( an - ga ) C 3 )
.

On fail  N - s  to : fog n Cz ) = z t ( f - fin ) o ( gre - 9pm ) C 3 ) .

Il exist  e  r
'

>  o
; IT

,

tant (E-
= ,

lbml 131M)
"

converge pour I g Ic  n! On  a dans  Ce  Cas

If-halo Can - 9×11331 e Inn la . III. 
nnlbml 1314

"

e Inn 1am ( ⇐ Ibm 1135 )
"

.



Cette derriere quantile
'  head vers O quand  N - s  to .  On  a  monte ' fog (3) =3 t z E  DCO ,  r

' ) .

Maintenance ,
le  cos age

'

ne  Lae
,  si f  eh  centre '  en  Zo  ec  do que langue . On pose h (g) = f ( z

-13
,

) - do ,

de  sort  e que
h est  DS  E  an  voes .

 de  O  et h C 01=0 .
 On  sail qu

 ' il exist k D  SE ( o ) fee que
Lok (g) =3 sun

un  Dco
,  r ) pour  un  n >  o . Aeons g (3) = k ( ztao ) - So  est  BSE ( ao ) et  ve 're 'fie fog (3) =3 sur  D Cao

,  r ) .

Pour la denn  ie 're partie , comme b
,  = Ya

,
to  on  real  appliques le  meme  raison  ne  meal  a- g et

thou - u h  DS  E ( zo ) ,  aime que g so
,

tels que  sun  DC go , f ) on  ail g oh (3) =3 .

2 witte  a- dim  inner f ,  on yeah  supposes h ( D ( Zo , g ) ) c D Cao,  r ) ( celui qui  antonine fog (g)  =3 )
.

On  a  aeons fog oh (3) = f ( z ) ee fog ( has ) I =
h (3) do - a h = f  sun  D ( 30,5 ) -  On  a  montu

' le

the Grime  . D8

The '

one .me I .
3 ( Principe des gekas  i sole 's )

Si f (g) = In an 3
" est une  se

'
nie  en  tiene que

'  ad met  une  suite ( Wn ) de zefeos teh
que :

Wn 't 0 for  et  Wn  → O ,
aeons f-  I  0 .

Deme
Soil p

le plus petit in dice Lee que  ap # o ( sa  exile  ssi f ¥ o ) .
On  a  aeons

f (3) = zP  ⇐
,

an  ,  p 3
"

.

La  since  eubie 're g (g) =⇐,an  + p z
"  a he  mime RCV que f .

 On  a done

f- ( Wn ) =  Wnt g ( wa ) ⇒ g ( wa ) =  O .
Mais  comme geste continue  en  O

,  on  a  ap = g ( o ) = liongcwn1=0 .

Ce qui  contre dit  notre hypo these
.

⑤



3 .
 Fond ions  analyte '

ques

Soil D un  ou - et de Q
,

une faction f : D → ¢ est  analyte '

que  sur D si pour
tout

zo E  D la fondue  n f  est DS E  au  voisin  age
de go .

En  vertu  des proprietress bien  can  nu  es des  series  enlienes
,

on  obtieah face
- Cement

Ca list e de proprieties  suivantes .

The tone me 1
.

4

i ) Les fond ions  analyte .

ques  sun D sont  C -
sun D et ses de hive's  successive  sont  tout es

analyte Ques  sur D
.

ii ) L
' ensemble des for  chary  analyte -

ques  sun D for  me  une  algibre .

iii ) Si f  est analyte '

que  sun D
,

aeons If est analyte
'

que  sun D mi  ve
'

des points go Lees que

f- ( 301=0 .

c. v ) Si f  analyte '

que  sur D
, f (D) c D

'

el g analyte '

que  sun D
'

,alone gof  est  analyte '

que  sun D
.

v ) Si f  est analyte '

que  sun D annexe  et  si f pom  i de  une primitive g sun D
,

aeons  cette

primitive  est  unique  a- Constante  additive  pre 's  eh  c' est  une fonclion  analyte que .

DE

Grice
an The ' anime 1.2

,  nous allows anssi de 'm 

centner
le  re's a Chat savant

.

The '
one

'  me I
.

5 ( Inversion locale des factions  analyte -

ques )

Soit f  une fo  nation  analyte '

que  sur  un  our  at Dc Cl  
.
 Soil go ED Lee

que f
'

( go ) to .
Along

ie exist e  an  rods  image  our  at V de ago ,  couteau  dam D
,  eh  u - voisin  age  ou  vert  W  de fC3o ) tels que f ,  v

soil  bijective de  Volans W et  sa fo  nation  rice pro que g :  W  →  V soil  analyte -

que .

Dem
-

DSE Cao  =f( go ) ) el  r >  o
tee

que fog (3) =3 thy C- Dca .  in )
.

.

Avec le the Grime I .  2  on  a  const - uit g ,

wins  .
'

que g so Lg gof Cz 1=3 F z E  DC 3.  , f) .

Poisons  V -
- DC zu , g ) et  w =  g-

 ' ( V ) n D Cao
,  r ) ,  c

' est  an  voc 's .  o  avert de ace .

On  a f ( V ) c W  car  si z Ef ( V ) , 3- - fool ,
r  EV

,
aeons  9 (3) = go for ) =  V  E V

,  
i - e z C- g

-  '

( v )
.

Mae 's

v  E  Dczo , f ) =) 3 = f ( v ) E  1) ( aan ) .  ⇒ z E  W
.

On  a  acini Wc f ( V ) can  si  w  E W ⇒ g C w )  EV ec  w  E  D Cao
,  at done  w  ± fog C w ) = f ( g Cut ) C- f ( V ) .

Acmi WE for ) , g C W ) -
-

V et 9
, FI -

D8



The '

one
'

 me I
.

6 ( Principe des zeros  is  ole 's )

Soil f  analyte '

que  sun U un  convert annexe de ¢ . Si e
'

ensemble des zehos de f

posse 'd e  an point d ' accumulation dans U
,

along f  est  nu He  sun U .

Dems

'
ie exist  e  une  suite C won ) de z

e' nos de f Eg Wn - s  w  E U
, Wn # W

,
celom la f  action

g (g) = f ( ztw ) est  D  SE  an  voir .
de O

,
dis  ons  sun DCO ,

R ) et elles mule  en syn -
- uh - w  to

→  O
.

Done par
le The Grime  I - 3

,  on  a g (g) =  O  sur  DCO,
R )

,
c

'  - e . f  =  O  sun  Dfw ,
R ) .

So  it V e
'

em .
des sgehos  non  is ale 's de f .

 Si  w E V
,

on  a  vu que tout point d
'

an  D ( w
,

R )

esh dans V
.

 Done V est  o  avert
.

Si @n ) C V area zn  → ZE U
,

aeons  on  a  Vu que ye Vanni
,

done

V est ferme
' dam U

.
Comme U est  annexe  ⇒ V= U ( car V # of ) ⇒ FI o sun U

.

B

Les fo - di  ons  analyte '

ques  sun Q  Lout earlier  sont  app e leks functions  entries
-

4. Exponent ie He  Complexe

On pose , pour
tout GE ¢

•

zn
exp (g) = I

- .

neo n !

C
"
est une fo  nation  eats '

 e' ne .
On  note  anni  e3

.

2 wand z EIR
,  c

' est la fond ion  exp .  usuelle
.

The Grime I . 7

1) La for  clean  exp est halo  morph e  sun a
,

elle  ve 're . fie f
'

= f .

2)
La Fondo  on  exp est  an  morphism e de grouper ( I

,
t ) → ( ¢*

,  x ) .

3)La faction  exp est  surjective  sun I
*

.

q ) La fond  ion  IR  →  I est  21T - pehiodique ,  a-  valens dam le  cercle  unite '

,  surjective .

x  t s  exp C ix )

La fonccion  exp .  est  2  IT - p e c' od  i que .



Dein

1)est  e' violent .

" Eh : -

- E ÷ can :' = ⇐ ÷ '÷ :÷ ,
-

- CE
. .

'÷KE
.
'I÷) .

A ins  i  e3 ' +32  
=  e3 '

e
32 Hz , ,  zz E  Cl

.

On  ne peut was  avoir  e 30=0
,  car  sin  on  e% + Z

=  e Zoe 3=0

pour
Lout Z ;  i - e - exp I  0

,
ce qui  n' est pas

le  car
.

3) On pose G =  exp C a )
.

 C
' est done  un  sous - groupe  multiple .  calif de I

*
.

Montroy que G est d
'

inte 're '

 ear  non  vide . Comme  exp
'

( o ) =  exp ( o ) = I # O
, par le

theorem  e d
'

inversion locale  analyte '

que ,  
il exist  e a - voir -  owner LU de O et an  voir .

convert V de I helle
que  exp : U → V bijection .

 Done V C G et  a  est d
'

int e' niece  non  vide
.

On  moatne  maintenon que
G est  o  avert

.
 Si b =  exp (a) E G

,
along  at U est  un  o  avert

EL  exp :  at U → b V est  un homeomorphism  e .
 En particulier b V  est  o  avert ,  c  ' est  an

Voc 's .  o  

avert
de b

.
On  a  montu

'

que G esh o  avert .

Mae 's G esh  an  sous - group e de ( ICY x ) ,  nous  alfons  monter qulie est ferme
'

i

les  classes g
G

, z E  E
-

sont  soil  e. gales ,
soit  dis jointer ,  

elles partition  neat  EY .  elles  sont

des  o  averts  cha  caned
,

on  a GE U z
G qui  esh •  avert

,
done G est ferme !

z€G
Le groupe

G est  o  avert  et ferme ' dans E* Connex  e
,

done G = It .

4) eat  ib
=  eaeib

.

eibe-ib.ee 0=1
,

done (eibf ! I ,  ie . leib I =L .

I eat
:b I =  eat eibf =  e

a
,

done le 31=1  C  ⇒  Rez =  o
.

Done  e

i  R
=  Cercle  unite :( car  exp .  est  surjective ) .

On pose  cos  C x )  = Re  e
" "

el  sin  x  =  Ime
" X

.

i x  teh
c

'

x

d ein  
=

ein ei"" =
him ie.# =  i  exp

' Cisc ) =  ie
" "

.

-
hear a HEIR

As '
a - so h - so

Done  cos
'
C x )  = - sins{ sin  ' Cx )  =  come

( Os ( o ) =  I
,

cos  (2) so par
le  D  SE  de cons ( o ble  au  comme  Re ( e

" x ))
done  cos  s

'
a  uncle  entree O et 2 . On  note TfL Ee plus relic zero ,  i.e . le  men

.
de liens

.

ferme ' L KE  IR
- t

/ cos  x=  of .
 Comme le "  #21=1  

, que  sin  70 ,
T entire  O  et  th  ⇒  ninth  =  I

⇒  e
i 'The

=  c
'  ⇒  e' it

=  I .
Aim  i  exp est 2 it pehiodique .

A-  cause des variations de cosec  sin ,  c
' at la play pelite vehicle pomible .



5) Logarithm  complexe

Pais que  exp est surjective E  → I
, pour

tout z E E
*

,  ie exist e  w  E Q Lee
que

w If a  ' est pas  unique ,
containment  aee

e = z .
Un Lee a  est apple

'

an logarithm e de
z .

Cas  re
'ee

.

On  a done  exp ( Re C wi ) = 131 el exp ( Im  3) = 343 ,
et  aim  i

w  = en 131 t  i O

ou
'

O est  an  argument de z .
Les logarithms de z se de 'd wisent les  uns des  autres

par  addition d '

une  constante  2ikT
,

k E  I
.

Soil U un  o  avert de ICI une determination  continue du logarithm e  est une for  clio  n

Cn : U → a qui  est continue  sur U et helle que FSE U
,

en (3) est un logarithm  e de z .

Proposition I . 8

Sur  un  o  avert connex  e U de E
*

,
si f  est  ane determination  continue dee log .

,
alon

toute  centre determination  continue g vehifie f  = g t  Lik IT
,

le E  I
.

Dein

La fo  notion f esta Vale  an  entice 're  et continue  sank .
 Comme U esh  annexe

,  aeons  elle  est

Lik IT

Constante .  DE

Proposition  I - 9

Au  voisin  age
de tout point 3 o

E  E
't  ie exist e  une determination  analytic -

que
du log .

Sur  un  o  avert annexe U de Et toute determination  continue du log est  analyte '

que  sur U
.

Deme

La fond ion  exp est  analyte que  sun Cl  et  surjective dans Et
,

sa deh  i  vie  one  s
'

an  mule

jamais .
Done par le the 'o  rime d

'

inversion locale  analyte  
'

que  ie exist e  une  version  analyte  
'

que

du log are  voc 's .

de tout point de  ¢*
.

Soil C une determination  continue du log .  sur U convert  connex  e .

Pour to  al z E U
,  

il

exist  e  an  D ( z ,  r ) C U et  une
determination  analogLigue Eg da log sur D ( 3 ,  r ) .

On  a done l - Eg =  2e kit

et e est  analog Ligue  sun  D C z ,  n ) .
 Comme  chest  vnae

'

 an  woe 's .
 de  lout JEU ,

Cela procure que e est  

analyte'

que  sun U
.

•



Sion fail le  choir de preaches  on Cl
*

I  IR
-

Ea determination principal de l '

argument :

Argp (3) E ] - IT
,  ITC

,

on  oblienc la determination principal du log :

① YR
-

→ CE

En z = entsltiargpcz )

Not ez que
la  relation En ( 3,32 ) =

en  ( 3.) ten ( 32 ) n  ' est plus  vnaie  en ginehal , quel que

soit la de
.

termination  continue du log .  En  effete , pour la de
'  termination  principal on  a :

( n ( eli 'T 3) =  2c.it/z  ,  mais en ( e
" " IT 's ) =  - iffy .

 Si  on  change  de  determination  continue  on

a joule Lik IT
,

ee qui  ne  change  rien  du prob lime
.

Proposition I. 10

Pour tout z •
E I

*

,
la  sehie  entie 're

en (3) = en 1301 tiaras plz . ) t  ⇐
,

tY ( 3-33-0 )
"

csl la determination principal da log sun  D ( Zo , 130.1) .

Dem
-

No Loves SCS ) la  se 've  Ci - dessces .
 Son  rayon de  convergence  esh  1301

,  elle  converge

done  sun D ( 3 o , 1301 ) .
 Sun e

' intervale  reel 330-1301 , 30  t  1301 C elle  coincide  area le

de 've lo premed  usuee de en  re 'el
.

 La fonctoon  expo  S  est  analyte -

que  sue  D ( z ,  11301 ) cc  elle

coincide  avec
la fonction  Id  sun 33 o  

- 1301 , 30+1301 [
.

 Cet  intervale  ad  met  an  point  d
'

accumulation
,

done  expo S coincide  avec  Id sun  DC 3011301 ) ( The '

one
'  me I. 6)

.
Aims  i S est  une

determination  analog Ligue du log .  sur  D ( 30 , 1301 ) .  Enzo  
elle  coincide  avec la de

' termination

prince
.

 pale ,
done  desh la de '  termination  mince  pale .

Avec la determination principal en du log .
 view  une definition  de la fo  nation

puissance : pour  tout z E  Cl  I  IR
-

,
tout  LE  I

,  on  pose

I =  ed
 en  (3)

.

Par  example :  c-
 ' 

'

a  e

- Tk
.



Proposition I
.

LL
Soil U un  o  avert  connex  e de Q* et l : U → Cl continue .

Les deux  anertions

suiuvant es  sont equivalent es .

c) e est une primitive de 43 sun U
.

z ) C esh  une determination  continue de log seen U, a
'

une  constante additive  pre 's
.

Dems
 a- f  est  une  determination  continue  du log  sun U convert  con  n  exe

,  aeons  elle  est  analyte '

que

( proposition I . 9) .
Comme  e

f  (3)
=3 ,  en  de hi - ant  on  a f ' (3) etc 's )  

=  I ,  c
'  - e . f

'
(3) =  Yz .

Inverse  meal
,  si C est  une primitive de Yz sun U

. Co  aside from z o  E U et  e' cri  vous

I = I
.

- ,÷I  = z÷ II t ' I
" (Fo - t )

?
son  Dcs

. , 13.1 ) .

C-  n  pre - cent  la  primitive :em-
-ecs.itII t' ( ÷ - 15

.

A  ins  i e (3) - e ( 3 . ) =
en (3) -

en ( Zo ) .

6) Les factions trigo  et hyperbole ques  sun Cl
.

On definite sun Q
+  a

- ( - 1) n
2n

cos (3) = 2 - 3
h -

-
O ( 2n ) !

+  T
( - 1)

n
2  ntl

sin (3) = I - 3
h  =  o

( 2  ntl ) !

De  son he que i

cos (3) =

3 el  sing = e"3z?e" ,
e

' -3
=  cos z tiring

chess = I IT ,
3

"

s h (3) =  II # , !
32

" '

De  sort  e que  i

ch (g) =
e3t

,  ch ( 3) =  cos liz )
2

sh ( z ) = e-3 ,
sh (3) = - is  in liz )

2



Partie 2 FONCTIONS HOLOMORPHES

1) Differentiation  complexe

Soil R an  ou  went de ¢ et f : I → Cl .
Pour go

Er on dit
que f  est desirable  enzo

si lim f (3) - fC3o )
- ex  caste

.

Cette Emile  esh noted f
'

( z .
) .

3.  →  3. o 3 - 30

Si f  esh desirable  en Lo  uh go Er ,  on  dit que f  est holomonphe  sur r

On  note H ( r ) e '

em .
des fonchiom holomonphes  sun r

.

No Leg que  cette de 're '  vasili  Le '
en z .

est  Equivalence  a-

f (3) = f (3) t f 43
o ) ( z - go ) to (3-30)

.
( I )

Si  on  an imide f : G - se  a- I :  1122  → IR ?

( a
,  y ) t ) ( Reflation ,

Imffxtig ) ) = (f ,
( x

,  a ) , fz ( x ,  y ) )

aeons f  est de 's ivable en go -_ xotigo si  et se - Cement  si I est differentiable en ( xo ,  go )

}÷ Coco
,  go ) =  

- 3¥ ( Kono )

← " §Coco ,  got = 2¥ c % ,  , ,
.

( Condition de Cauchy -
Riemann ) ( of  T.is . )

Une fo - cc ion fi  a  →  a
,

on l '
a  vu

, peut  ihre  vue  comme fond ion  LR ?  →  I R2 en les  G.g ) .

Rae 's  comme  x  = 3' , y=
- i  3-251 ,  on  peut  voir  own  i f  comme function  de ( 3,5 ) :

f- ( x
, g) = fo  I  13,5 ) = g ( 3,5 ) .

oi a If !: ) .

( Inverse  meal
, g ( 3,5 ) = go  P

"

( x
,  Y ) = f Cars ) avec  P

- '
= ( !

-

! ) )

Pour f :  a  → Cl
,  on  pose

y f f ( doth ,  yo ) - f ( Xo ,  yo )

%
C no ,  yo ) =

him
- E ¢

h - so h
h E  IR

Hakoah e%Ht¥
'

e e



On  edit ¥g C go ) en
lien  et place de 3£ ( so , Jo ) .

Ce qui  re - ienla

Ez Got EC Got -

if
a. s)

¥513 .
I = I ( ¥ Goo ) ti ¥130))

La  condition de Cauchy -
Riemann  est  e' qui  valente  a-

.

If
Jz

( 30 ) = O

Proposition 2 .
I

o si f , g E  H  Cr )
,  aeons ft g eh f g E  Hcr )

.  Si f  E  H Cr ) eh g E H Cri ) avec for ) c ri
,

along h
-
- g of E H Cr )

et h' C 3.) = of ( fC3o ) ) f 43
.
) .

•  La de 're  vabilihe '  en Jo  entrain la  continue . he '

en  go .

facile ,  idem que
le  Cas  reel

,
a

'

part in de C i )

Exempla  : f (3) = z
"

E H Ca ) , f
'

Cz ) -
- nos

" '

f (3) = tf E H ( Cl
* I , ft 3) =  IT

f- (3) =  e3 E H CE ) , f (g) =  e

's

Par contre f (3) = 5  est de Li - able  en  an can point .

f- (3) - fC3o )
#

= oui 3=3 of
h

=  e-
 2 i  Oth )

"
Re 's  metals  different  s

.



a

On  nappe
Cle gu

'
une  se hee  e - Lie 're I Cn ( z - a )

"

ie  un  ragon
de  convergence

n  =  o

I
R = -

.

lions up
tenth I

que
la  se

'

nie  come  waif .  sur  D-( a
,  r ) pour

lout  re  R  et di - age gross  ie 're  one  al hors de  D- ( a
, R ) .

On di  L que f  est DI sun r si Fa  er
,

F  D- Carl I -

q f (3) = If
 o

an C 3 - a )
"

sun
I Cans .

The Grime 2.2

Si f  est  D  SE  sun r  aeons f  E  H Cr ) et f
'

est anssi  D  SE  sun r
.

De plus  si f (3) = In Cn Cz - at sun D-Cair )
,

alon f (3) =  En n  Cn  Kz - as
" '

sun I Carl .

(Classique ,
L2 )

On  peut  it einer  et  voir que f-
'  ht

(3) = I n  Cn - is - .  . C n - Eti ) Cn ( 3 - a)
"  ' h

.

The '
one

'

 me 2.3

Soit ( X , X
, or ) un  espace  mensurable

,
soil e :X → E measurable

,
soil r  an

o  avert de I qui  ne  rencontne pas E ( X ) .

Aeons la fond ion

f (3) = ↳ quiz drew )

est D
.

S
.

E
.  sur r

.

Dem

Soil Dca ,
r ) or

,
on  a 13-9-1 E

'

3 a I pour ZE Dca ,
r )

,
WE X

.

Ecw )  - a

La  since I fy?y+,
= ÷g con  v

.  unif  sur  x pour Lout SE  D ( air ) .

Done J× ¥3 dm C w )  = I Cn C 3-  a 5 avec  can  =L
,

÷ .az#dmCwl .

D8



2) Integration  sur  des  chemins

Soil X un  es pace  to polo gigue .
Une  co  urbe  dans X est une  application  continue

y : Ca , p ] →  X .
 On  note Z

't

e
'

image de T .

Si  Ha ) =  Hp )  on  dit que T est  une  co  urbe fer  me  '
e .

Un  Chemin  est  une  co  urbe  C
'

par  monceaux .

So  it 8 un  chemin  eh f continue  sun 8
*

,  on  pose

{ f Cz ) dz =J! f C res ) 844dL

Si 4 est une  application C
'

, bijective  i C hi , p , ] → K , p ] avec Y ( a.) = Let

Xp , ) =p ,  aeons 8
,  = to 4 est anni  an  chemin de  mime  image 8

,

*
= 8*

.
On  a

§
,

f Cz ) dz = )!
"

fc2.cn ) 8.
'

C Hdl  = f !! f  fro em ) r been 944 dt = f ! f Cress ) r
'

Csi ds = fr fads .

<
' integrate de f  sun V ne depend que de l '

image 89 par du para  meterage . . .  a-  condition qu
' il

respect e le  seas de parc  ours ( c
'

 
- e .  e  croissant e ) .

So  on mend 8 : Co ,  I ] → I  et 4 : Coi 'T → Coil ] j  si  on pose 8
,  = To 4

,  aeons
t  I - s  I - t

j
,

fcz ) dry = fo
'

f Cr ,
call Kindle  = - So

"

f CHI - 4)8" CI - Hdt
= - fo

"

forces ) Hs ) ds = - fgfcz) dz

Not ez que I fgfczsds.IE Hf Has * I ! 18441dL
= longer ) Kfk

,

,*
.

The '
one .me 2.4

Soil T un  chemin ferme
' et  r  =  a  z*

.
 Si  on definite

Indo (3) = ¥ . { T÷ , 3. E r

along Indy est  a - e fo  notion  a-  ✓  a
lean  entices  sur r

,
constant  e  sun  cha

que  Compo  saute

( annexe de R el qui  est nu Ele sun la  component e  Connex  e  non  borne  '

e de R .

Indy ( 3 l est e
'

in dice de z par  rapport  a- 8



Demy
*

esh  compact ,  
il est do - c  convene dam  un dis

que borne 'D dont le  Compline  n Laine

Dc est annexe .
 Done D

' est  inches dam  une des  comp orantes  co  annexe de I .
 Cela  mood ne que

I n
'

a qu
'

une  scale  comp - Conn -  non  bonnet
.

( 2 .
I )

Ends ( 31 -

- ÷t%¥ as
Ks )  - z

Pour  ur  complex e  w
,

la quantile
'  est  en  tiene  ssi e

w
= I .

 En posanl

tech -
. exp ( I as) ,

nous  allows  manlier que he ( p ) = I .

On  a
444 84L )

- = - saeef  sun  un  nbn fini de points  out 8 n' est pas definable
.

E ( L ) KL )  - z

La faction est  continue  sun Cd , p ) et de deliver  null e  sun CL , p ] surf  a - nbn fini
TCL )  - z

de  points .

Elle  est done  constant e  sun G
, p ) .

En particulier Elp ) -

- EH ) =L .
On  a  monk  e

'

que Indy ( z )

est entries .

D
'

apnea , le the 'one- me  2.3  on  a Indy E  H ( r ) .
L

'

image  continue d
'

an  annexe  e-  Lanl  Conn  exe
, Indy

doit Et ne  constant sun  claque  Compo  sake  annexe  de  r
.

On  roil  sun la for  mule ( 2 .
 I ) que IT - do (3) I L I pour fzlsuffisammenl grand .

Cela

mon Cne que Indy ( 3) = O  sun
la  Compo  saute  non bonnet

.

The '

one
'

 me 2.5

Si  T  est ee  cercle de  centre  d  d de  ragon
 r

, par  coerce positive  meal
,

along

Indy ( 3) = f
I  si 13 - at c  n

O  si 13 - at > r .

Demy
Parle thebaine price

' deal  on  sail deja que Indy ( 3) =  O pour  13 - at >  r
.

On  sail  anni que , pour 13 - at Cr
,

on  a  Indy ( 3) =  Indy Ca ) .
 Calculous Indy ( at i

Indy Ca ) = a.tt/yIadw-- ÷ , Jo
'

"n÷ ire
"

DL  =L .

1B



E  n fail ,  si  on  e' crit 44 ) - z  =  r ( l ) e
'

'

 Elt )
oui Cus  suit  la phase  continue  meal ( a-  valuers  dam  R )

aeons = tie 'm  eh done S!%z dr  = ⇐ Cells) - e Cas ] .

(
'

in dice  c
' est le  nbn de tours (algebra .

que )

Si  on  e' crit e ( v ) - z =  rule
" @ ( t '

( avec f mis dans  IR
,

de clone C '

)
,

aeons

eYz -

- Iff,

tie 'm
= encrust

'
+  i een .

Done ÷+fabeYg at  
= Cech - Has )

(
'

indie  e  c
'

est le  nombre algebra.

que
de tours

que fail J auto  an de
z .

3) Le the Grime de Cauchy

The '

one
'

me
2

.
6

Si f E H Cr ) eh f
'

continue  sur r
, along

{ f
'

C z ) dz =  O

p our Laul  chemin fume ' T c I .

Dein

I
,

f 43 , dz = LBF
'

Cnn ) 8
'

Ch d L  = f C Hbs ) - f C Ha ) ) =  O .

Coro Elaine 2 . 7

S i  n E  IN  et T un  chemin fame ; aeons Jg
,

3
"  day =  O

.

Si  n E IN  l L - I } et T ur  chemin fame '  hee
que O Et 89  aeons J

, ztndz =  O
.



The 'onEme

2.8
( Tem de Cauchy pour les triangles )

Soil  r  an  ou  vent de I  et O = O ( u
,  v ,  w ) un triangle  plein  contre  nu dans r

.

Soil a Er et fi  r - s  Q  continue  sun A
, holomonphe  sun ri hats .  Soil 8=20  oriente '

positive  meat . Along

§ f Csl day =  O
.

Demir

✓
o

,
r

w
'

y
v

'

r 04 L ~
L O z  03

v
>  >

a
' W

casL-ise.AE/0SoiLL=eong(8
) eh D= diam ( O ) .

Soil I  = fy f (3) dz ,
aeons

I  =

, fo
;

ffssdz .

Le exist  e done  an  Oj ,
dis  ons  Oi ,

hel
que Ifgo

? (3) day / > , I
,

III

So .

 on  recommence la division  sun O
, ,  on  o b lie -

L  une  suite de triangles  O
,

3 023 - - .  Jon

trees que :

I fgonf (3) d 31 7 , In III
,

long ( son ) = In  ,
diam Con ) = got .

On  a  une  suite de '  croissant  e de ferme 's dont he diane 't - e  tend vers  O
,

done Nn on  = 43 .} .

( en  effete i Mr On  t ¢ car  en  men  ant 3
r

C-  On th  = ,
ten

,  m  >
,  p 13 n

- 3mL s  Op ,
la  suite  est  de  Cauchy ,

elle converge  vers  an z .
 Ce  3 E  Op t  p , car ( 3m )

n ,  p
C Op ,

⇒ 3 E  Op tip .

na On  ne  real war  contract  2 pyougly I  nino -  le  diamine  est  3 13 - 3
' I . )



Par hgpothehe got  a  ⇒ f  est holomorphic enzo :

f C z ) = f ( 3 a
) t f 43

,
) ( 3-  30 ) t  E (3)  (3-30) .

Soit Eso  ec  n  ta IE Cs ) I E  E  t  z E  On .  On  a

↳
 on

f- (3) d 's = ↳  
af Caso ) dry t fzonf Esso ) ( z - zosdz t ↳

 
NEC 's ) C 3-30 ) dz

= ↳  
NEC 3 ) ( 3 - So ) dry par Ee thiamine 2.6

.

Ainsi

In III E It E (3) (3-30) Ho
, gon

long ( On ) E  E ¥ ten .

Ce qui
donne 121 E  E d Let -2=0 .

Cas2iaC
On  mend Oh l

' homa the '  Ligue de D
,

de  rapport  2<1 el  de  mime bang cent - e que  O . Aeons

a # On  et done §
,
,fCz)dz=O .

Par passage  a- la limit e  a  → I -

 o -
t - owe  I  =  of facile

a- justifier )
O

C as 3 :  a  E  O
-  u

< l
I  = Swifts ) dz =  II. 0=0 .  ⑨

01 7

^

V ) C 03

Oz
A

u

> r

w

The 'oieme 2.9 ( The '

one
'

me de Cauchy convex  e)

So  it r un  convert convex  e de Cl
,

soil  a  E I et  soil f :  r  →  Q  continue  sun  r
,

Lolo  morph.  sun I - da } .

Alois

1) La faction f  ad met  une primitive F
,  

i - e .
 F  E  H Cr ) eh  Fk 3) = f (3) , fz Er

2) On  a fyf (3) dog =  O pour toute  course ferme
'

e d '

image 8 *
or .



Dere

Comme R est  convex  e
,  on peut de

'

fin  in

f- Cw ) dw
, z E r

.

F (3) = Sca
,  33

Soil z E R et 3 th Er ;
le triangle ( a

, 3 ,  3 th ) est inches dans r
,

on  a done ( Than 2.8 )

!
. ,  

 'dwtfz.fi?awjdwtScz+a.afjwldw=9

ee qui donne F ( 3 th ) - F ( z ) = fez
,  
ztfalgwsdw

FC3tha-r.CZ#--fC3
) = ten fgz

,  
gaffC w )  - f(3) du

Soil E  so ,
IS so tq 13 - wt E S ⇒ If Cw )  - f (3) LEE . Si  o  clerics  on  a

f
3

)
- f Cz ) ) E Iq ,

E tht =  E
.

On  a  mode
' 1)

.

⑤
La  partie  2) de

' coale  maiden  cent du  Than  2 . 6 .

Tendon  e-  me 2 .
10 ( Term de Cauchy local )

Soil SL an  o  avert de Cl  eh  D C r
,

de bond 8 oriente
'

positive  ment eh
para  me 't - re

'

par
 at  reit

,
of  t  E 21T

.
Soil f E H Cr ) , aeons

f- (3) = z÷Jgf! dw
, try E  D Cair ) .

Plus geinehaee  meal
,

Hn  E  IN :

f-
'  "

Cz ) = 27¥ f7w!a+ ,

die
, V-zebca.nl

Les fo  nations Lolo  morph es  sun I sont  analyte .

ques  sun  r
.

Le  D .
S

.
C- de f  auto  ur

de  a  est vocable  sun Lout  Dca ,  n ) C r .



Dems
oil R >  r t  el que

r
,

:  Dca ,
R ) Cr

,
soil z E  D Ca

,  r ) .
Soil g = gg : I

,  → Q de
'

fine '  e par

g (g) = { fluffy ,  si  a # z

f
'
( z ) ,

si  w  = z .

La fo  notion g
est continue  sur Ri ,

Lolo  morph e  sun I
,

a Lz } - De plus I ,  est  convex  e
.  On  a

done ( Than  2.9 )

O = fygcwldw = Jg tw du - f- (3) f
,

Iz du
,

ou  encore

z÷*fff du  = f (3) Indy l 3) = f C 3 ) ran  3 E  D Can ) .

Du  coup

F (3) = fwfaf.ae#dw--/gHwt-dwc w - as (i - 3÷ )

On  a I w - at =  r
, pour  w  E  8

't

, ly - at or ,
d

'

out
(3) = ⇐ fgfcw)

.
YIa ti

dw

= E. Cz - a 5¥ I + ,

aw  = II encases - ai

avec Cn Ca ) -

- zits
,

cwt.la#dw .

B

The '
on  e- me 2 .

11

Soil r an  o  avert connex  e  et soil f  E H Cr )
.

Po sons

Z ( f ) = La Er / f Ca ) =  Of .

aloes  ou bien  Z C f ) = R
,  au been Z C f ) n

'
a  are can point d

'

accumulation dans R
.

Dans  ce dernier  Cas
,

ie correspond a- cheque  a E I Cf ) an  earlier  m  unique tq
f (3) = ( z - a) my (3) , 3 E r

avec g E  Hcr )
, g Ca )  I O

.

De  plus Z ( f ) est  au plus de '  nom  be able
.

a  est  un rodede f d m



Dem

So  if A e
'

em .
des pls d

' accumulation de ZHI . Comme f  est  continue  along Ac Z (f) .

Soil  a  E Z Cf ) ee  Dfa , r ) or
.

On  sail que
-

f Cz ) = I Ca ( z - a )
"

, z C-  D Can )
.

4=0

Si  Lows les  Ca  sont  orals
,  aeons DC a

,  n ) C A  et  a  C- Ao
.

Sin  on
,  soil  on le plus pet :L earlier  tq Cm 70 ( m >  o  car f Ca ) = O ⇒  Co  =  o ) .

Dans  ce  cas ,  on pose

gcz ) .

- y
' 3-  a )

'

mfcz ) , z Er  yay

Cm  , z =  a
.

Claire  meal fC3 ) -
- Cz- a) mgcz )

,
mais  anni g C-  H C ryals )

.
On  a

g (3) = ⇐ Cm +  a Cz - ask ⇒ g E  HC Deans ) ⇒ g E Her ) .

On  a g (a) to  ⇒ g me  s
'

an  nah was  sun  un  woe 's .  de  a
.

A  ins  i  a  est - on  point  is  ole '  de E ( fl .

Si  a E A  c
' at le  premier  car qui  se product .

 Do - c A  est  o  avert
. Mais  une la de  

'

f . de

A  comme  ears .
de pls d

'

accumulation
,  

ie est facile de vain que Aced  ou - at
.  Comme

r est  annexe  ⇒ A  = r on  bien A  =  ¢ .

Si A  =  ¢ ,  aeons Z ( fl n
'

a qu
 '

an  nbn fine - de  pls dans cha
que  compact de R .

Main

comme r est  r - compact , Z C f ) est an plus dub
.

D8

Corollas 're 2 .
 12

Si f , g
holo  morph es sun R oared annexe  eh  si f ( z ) -

- g ( z ) pour to  at 3 day

un  em . qui  a  un pl limit e dam r
,

aeons f  = g sun r
.

The Grime 2.13

Soil  r  oauerl  annexe  eh  a Er .
 Pour f  E H ( r  tha } ) un des hoc 's  cos  Sui - ants  peut

se pro daire :

i ) a  est  une  singularities pour f ,
i - e . f  se prolonge  en  une fondi  on Hcr ) .

dig a  esv  an rioeediondrem si fool - ⇐ @÷e C- H Cr ) ( cm # o )

iii ) fr  so he D Can ) Cr
,  on  a fCDKa.nl ) dense dans a

.

On park de  singular
'

eisen
.

( Non de '

 mon he ' )
,



4) Liouville
,

maximum ,
etc

Thebaine 2.14

Si f (3) = ⇐o Cn ( z
- a) n  sun Dca ,

R ) et  si  ocrc R
,

on  a

€
,

1412 In = at f ! Ifcatreio) 12 do

Demy -

f-C at  re
' 

' 0 ) = I Carneiro
n  =  o

Cette  sehie  Cv  waif  sun f-  IT , IT ] pour  r  CR
.

Done  Cnr
"  

= ÷ ! ! f- ( atneio ) e

-  i  n Odo

ec  on  applique Parseuae
.

•

The Grime 2.  e5 ( Liouville )

To ace fo - clean  en Lie 're bonnet  est Constante
.

Dein
D

'
apneas Thon 2.14  on  our  ail ⇐

 o

kn 12 r
"  E M tr  so

. Impossible s  auf CEO
For  7 ,

I .

•

The Grime 2.16 ( Principe de  maximum )

So  it r owed annexe
, f E H ( r ) et  a Er

. Alon  ou bien f  est constant e

sur r
,

ou been lout voir .
de  a  Conti  eat b Lg If (a) I L If (b) I .

Dems
i 7 R so Lq Dca ,

R ) or ec If (3) I Eff ca ) ) t 3 E D ( a ,
R )

.
Par ee  Thin 2 . Is

.  on  a

I ful
'

r
"

s If Cast
'

=  fol
2

t  o  er  a R
.

⇒  Ci  =  o fixe  ⇒ fcz ) = flat dans Dca ,
R ) .

 Done f (3) = f Cas dans tout r car

Dca ,
R ) cortical  un point d

' accumulation
.  B



Thine  me 2
.

17

Si f E H ( Dca , R ) ) et If(3) I EN sun D ( air )
,

on  a les  estimations

If' "
Cas / E nth an .

R
"

Demon
EI Knin "

e n
'

⇒  late 7¥ fur

i . e . If
'  " cast

I
£ In .

③

Reno  as  a  =  o
, f (3) =3 n

,
R  =  I

.
On  a D= I eh f

" Yo ) =  n !

C
'

estimation  co - denies  ne yeah pas  et ne  a  miliary '

e .



Partie 3
The '

on  e' me des re 's id us

1) Fond ions  metro  morph es

soit r our  et de Q
,

soil a E r et f E H ( r tha } ) . On dit que  a  est

une  singular ice ' effa sable ( ou famine  singular ite '

) pour f  s
' il exist e

g E H Cr ) tel que f  = g sun r ' ta } . ( g est  un prolonge  meal holomorphic de f ) .

Par  example f (g) = sing
z

-

On dit que  a  est an pot le d
'

Ordre  on pour f  s
' ie exist e des  scolaire C- , ,  

- - -

, Em

( forcemeat  unique ) ta C-  m  to  eh f 13 ) - ¥ fj÷e a  une  singular ite
' effa sable  en  a

.

( ⇐  s ( z - a) mf ( z ) ad met un prolonge  meal holomorphic  en  A
,

avec g Ca) =/ O )

Le terme ⇐ Efate est la partie principal de f  an point  a
,

le  coefficient

c- ,
s

'

appelle le  re 's ida de f  en  a
,

note ' Res ( f ,  a ) .

Si  une  singular ite ' esh ni  effa sable
,  ni  an por le

, on dit
que  c

' est une  singularities
essential ( par  example  e' 13 ) .

On dit que f  est mehomonphe  sur r s
' il exist e  an  sous - ensemble A  c r tq

1) A  n
'

a que des points  is  ole 's dam r

2) f f H ( rt A )

3) f  a  un por le  en  cha que point de  a
.

Par  exempt : f (3) = ÷g est mesomorph e  sun Cl
.



Proposition 3. I ( Riemann )

Si f E H ( Rya } ) eh si f  est bonnet  sur V ya } oci  V  est  an  voir .
de  a

,
along  a

eel une  singular ite
'

effaceable .

Dempo
 sons h (3) =LC z - a)

2

fly ) z # a .

Alon h(3)-h = C z - at ffg ) = OCS - al
z - a

O z -
- a

done h est definable  en  a  et h
'

ca ) =  O
.

Done h est analyte  '

que  au  vain .
de  a  et  ad met  un  D SE Ca ) :

h (3) = ¥ Cn Cz - as ?

-

Dono f (3) = I Cruz C z - as
"

,
etc

.

n=o TB

Proposition  3.2

Soil f E Honda } )
.

Aeons  a  est an pork  ssi fgya
Iffy ) I =  to .

L brooke de  a  est aeons Ea  multiplicate ' de  a  comme O de Yf .

Si f E HCE ) ecfzi,I ,
f (g) =  to

,  aeons f  esh un poly name
.

Dem
-

Si  a  est  an pole d '

ordre m  aeons ( 3-  a)
m

f (3) =  E
 on  t  Em  + , Cz - a ) t - - .

,
done  pour

e suffer am  meat petit I f (3) I 13 - alm 3
, iz - aish

.

D
'

o  a- lion Iffy ) 1=0 .

z
- sa

Inverse  meal
,

si fgingaff(g) I = -
,  aeons 7 D= Dca ,

r ) hq f  ne  s
' annalee pas , saufeaa .

La fond  ion g (3) = ÷ ,

Lend vers O en  a
,

elle  a done  ane  singular ite '

effaceable

en  a
.

De plus g n
'

a pas d
'

autre ze ko dans  D
.

Si  m  est la  multiple ' cite
' de  a

pour g ,alongCst =  am ( 3 - a)
m  t  am  + ,

C 3-  a 5
"

+ - . .



A ins  i g (3) =  am ( 3-  at h I z ) avec h C- H (D) et heat =L
.

Done Yen est holo  m - sun  un  voc 's .
de  a  et

f (3) = a÷ar hits
)

-

C- of in
,

si f Cz ) = E anz
"  → - .

Soir g Cz ) -
- f ( Yz ) = IT an 3-

 n

,
aeons

-

g E H ( a Lo } ) et e im (g (3) I = - .
 Done O est  a - pale pour get done housley

3-  so

an sont  nuts  sauf  an  nba fine
'

.  

2) The Grime des  re 's idcy

The Grime 3.3

Soit f  mesomorph e  sur A et A l
'

em .
de  sees poles .

Soil T une  course ferme
'

dam I
,  me  re  n  contra  at pas A . Alon

{ fcz ) dz = 2iT¥a 2nd Cha ) Res ( f.  a )

Proposition 3.4

Si f  = § avec g ,

h holomonphes  an  uois Ca )
,

avec  a zeta  simple de h et

avec g (a) to
,

Alon

Res ( f ,  a) =
SCI
hi ca ,

-

c .
?÷

a  ex pale simple ,  o -
chorale Gina C 3-  at fcs ) = finna a§? = e7 .



The brine 3.5 ( Kronecker )

Soit f holo  morph e  sur r
,

non  ideologue  ment  nuke

;
soil T co  cube fernie  simple

dans r
, qui ne  r  en  contre pas

les z
e' nos de f . Soil Z ( f ) le  nbn de z

e' nos de f , compte 's

a- e' inline  ear de 8
.

Alon
are .  maenadic : " "

zcf , = ÷ , f
,

do

Dem
-

¥ est mesomorph e  et Res (¥ ,
a ) = k la  multiplicate ' de  a ;  en  effete,

f. ( z ) = ( z-a) leg C z ) a - ee gla ) ± 0 ⇒ FI = z÷ t Sgt avec Sgt C- H ( voes Cas ) .

1B

The '

on  'e me 3.6 ( Roache ' )

f- , g E Hcr ) ,
8 cycle ,

Lets que

Ig (3) I a If Cz ) ) Fz E 27

Alois Z (f) = Z C ft g ) .

Dem
1-

f +
C z ) = f (z )t t g ( z ) ( t  E Co ,  I ] ) . Aim  i fr me  s

'

annuee pas  surf
.

 Done Kronecker

⇒ HEI -
- ÷ , fy.tt#dz

=) t 1-3 Z ( fu ) est continue
,  oi  valuers  entices

,
done  Constante .

Done Z ( fo ) = Z Cfc ) .

pg



Cabals d
'

integrates

. si :÷
. .

-

- s
.

"

!÷⇒= ' it
. .

.is#..idsPoees=-3tzF-,
End Cr ,  3

-
) =  O

,
I - d ( 8

,3+1=1
Res ( f , z

+
) = z÷z = ¥

I  -

%
,

,z¥+
.

as =

I  =
ZI
A

i

• 17¥ all ponces =  eke t  '  I ith

R e

Zi  TIN

L
.  ei Ig ÷zn dz = 2 it Res ( f ,  e'  ' th ) =  2 it n÷,

= - 2 it  
3ns

>
o R

J! ¥ d '  + fr !. .  

d '
t ↳ ¥5 ds

-
s -

- ¥¥n
→ tie " 't "

nds

I
,

#Ids s LCH yr ¥ ,
e  In ÷ ,

( I - e

'  ith ) I = - 2 it  ZI I  =  2in =  2in ÷t ,
=

n

.

• Yr dt f
,

3z dz =  zit @es ( e 4) + Res Ce ""4)]

- in C

¥.eiy
e- =  e'  ' K

4  381-
-  R

o
R


