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Introduction

Les probabilités quantiques sont issues du formalisme hilbertien des postulats
de la mécanique quantique (cf par exemple [vNe]). Elles sont depuis devenues une
discipline mathématique & part entiere qui s’est avérée féconde bien au-dela des
applications a la physique théorique. Les applications mathématiques principales
se situent dans les domaines de I’analyse fonctionnelle (algébres d’opérateurs), de
la théorie des groupes et de la théorie des probabilités.

Le calcul stochastique quantique a été formalisé mathématiquement par Hud-
son et Parthasarathy ([H-P]). Il sert en physique de modeéle aux “bruits quan-
tiques” : un systeme quantique est couplé a un réservoir de chaleur provenant
aussi d’'un phénomeéne quantique ; ’hamiltonien du systeme de départ est alors
“bruité” par des bruits a valeurs opérateurs. Le cadre naturel pour I’étude du cal-
cul stochastique quantique est I’espace de Fock symétrique sur L2(IR"). La pro-
priété de représentation chaotique de certains processus stochastiques fondamen-
taux (le mouvement brownien, le processus de Poisson, les martingales d’Azéma,
...) permet d’utiliser le calcul stochastique quantique comme extension et unifica-
tion du calcul stochastique usuel.

La démarche que nous adoptouns ici est d’aborder le calcul stochastique quan-
tique avec un point de vue de probabiliste classique ; elle est aussi d’étudier certains
problemes de probabilités classiques avec les outils du calcul stochastique quan-
tique. Cette démarche, aussi surprenant que cela puisse paraitre, est relativement
peu partagée dans la communauté des probabilistes quantiques (qui proviennent
en général d’autres horizons comme la physique, 'analyse fonctionnelle, ...) ; de
meéme les probabilités quantiques n’ont, pour le moment, que peu de succés dans la
communauté probabiliste. Ce que nous espérons montrer ici c¢’est que 'intéraction
de ces deux domaines est riche d’idées nouvelles et de résultats intéressants, tant
pour la partie quantique que classique.

Ce texte est divisé en trois parties. La premiere traite du calcul stochastique
quantique. On y définit une extension des intégrales stochastiques quantiques
qui permet d’atteindre leur domaine maximal. Nous identifions une algebre de
semimartingales quantiques qui autorise le développement d’un vrai calcul d’Ito
quantique et d’une théorie des crochets droit et oblique quantiques. Nous étudions
ensuite les opérateurs a noyau dans ’espace de Fock. Nous identifions ces noyaux
a des décompositions chaotiques quantiques d’opérateurs. Par analogie avec les
probabilités classiques, nous présentons une procédure itérative qui permet de
trouver le noyau de certains opérateurs, en particulier les opérateurs de Hilbert-
Schmidt sur I'espace de Fock. Nous présentons aussi des domaines élargis pour
I’application de ces noyaux.

La deuxieme partie est consacrée aux temps d’arréts quantiques. Nous mon-
trons que la théorie des quasimartingales hilbertiennes d’Enchev joue un réle es-
sentiel pour définir ’arrét des processus de vecteurs et d’opérateurs. Une des prin-
cipales applications est la définition des processus quantiques ayant la propriété
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forte de Markov. Enfin, nous définissons la notion de temps d’arréts prévisibles
sur l'espace de Fock et nous montrons que ’espace de Fock est quasi-continu a
gauche.

La derniere partie est consacrée aux applications du calcul stochastique quan-
tique pour le calcul stochastique usuel. Nous décrivons le calcul stochastique
quantique comme une extension et une unification de diverses situations prob-
abilistes. Nous montrons l'utilité du point de vue quantique dans 1’étude des
endomorphismes de I’espace de Wiener.

Avant de rentrer dans le vif du sujet, il me faut préciser deux points.

Quand on étudie le calcul stochastique quantique sur ’espace de Fock, on
hésite toujours sur la multiplicité de I’espace en question. Doit-on viser la sim-
plicité des notations et travailler sur I'espace de Fock simple T'(L2(IR™; C)) ? Ou
doit-on viser la plus grande généralité et travailler sur I'espace de Fock de multi-
plicité dénombrable I'(L2(JRT; €™)) ? Du point de vue conceptuel il y a peu de
différence entre les deux contextes, du point de vue de la légereté des notations il y
en a beaucoup ! Bien que la plupart des résultats présentés ici aient été démontrés
dans le cadre le plus général, j’ai choisi de ne les présenter ici que dans le cadre de
la multiplicité 1.

Dans cet exposé nous jonglerons avec pas moins de quatre définitions des
intégrales stochastiques quantiques. Afin de les situer sans difficulté, j'y fait
référence par les noms ou les initiales de leurs auteurs, dont parfois le mien. Je
tiens a préciser qu’il ne s’agit 1a ni d’'un manque de modestie de ma part, ni
de l'intention de faire croire que ces appelations sont passées dans le language
courant ; il s’agit seulement pour moi d’une facon pratique de situer ce dont on
parle.
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Notations

Nous donnons ici les notations et conventions qui sont communes a toutes les
parties.

Tous les espaces vectoriels sont sur le corps des nombres complexes €. Sauf
s’il y a risque de confusion, la norme et le produit scalaire d’un espace de Hilbert
sont notés ||-|| et < -, - > respectivement, sans spécifier 'espace auquel on se réfere.
Le produit scalaire (z,y) — <z, y > est linéaire en y et antilinéaire en z.

On note ® ’espace de Fock symétrique (ou bosonique) sur L2(IR"), c’est a
dire
P — F(L2(R+))d:ef @ L2(R+)®n
nelN

ou ® symbolise les produits tensoriels symétriques. Ainsi, les élements de ® sont
de la forme f =) f, ol fy est un scalaire, oli, pour n > 1, f,, est une fonction
symétrique de carré intégrable sur (IRT)" et ol

171 = ST 1 al2a e yons

la norme symétrique sur LZ(JR1)O™ étant, par convention, prise égale a n! fois la
norme tensorielle.

Pour tous s < ¢ dans IR" on note ®; = T'(L2([0,1])), P(s,g = T(L2([s,1])) et
@, = D(LA([t, +oc]).

Il existe une autre description, tres pratique, de 1’espace de Fock : 1’espace
symétrique de Guichardet . Soit P 1'ensemble des sous-ensembles finis de IR™ (nous
prendrons ’habitude de noter les éléments de P avec ’alphabet grec minuscule
0,T,w,...). Ainsi P est la réunion disjointe des ensembles P,, ol Py = {0} et
ol, pour n > 1, P, est 'ensemble des sous-ensembles & n-éléments de IR™. Pour
n > 1, I'ensemble P,, peut étre identifié au simplexe croissant {(t1,...,tn) €
R"™; 0 <t <...<ty} et hériter ainsi de la restriction de la mesure de Lebesgue
sur IR". En assignant la mesure unité au point () € Py, on obtient finalement une
mesure o-finie sur P appelée mesure symétrique sur IRT ([Gui]). L’élément de
volume de cette mesure est noté do,dr,dw, ... Les éléments de L?(P) sont donc
les fonctions f : o — f(0) telles que [, |f(o)|*do < oo.

L’isomorphisme unitaire entre ® et L?(P) est clair si on définit

quand o = {t1,...,t,}.

Dorénavant, nous ne ferons plus de distinction entre 1’espace de Fock @ et
I'espace L2(P). Pour un f € ®, la famille de scalaires {f(c); o € P} est appelée
développement chaotique de f.
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Nous aurons besoin de quelques autres notations sur 'espace de Guichardet.
Pour t € IR" on note Py I'ensemble des o € P tels que o C [0,¢], on note Py,
'ensemble des o € P tels que o C [t,00]. Pour 0 € P et t € IRT on écrit out & la
place de ou{t} ; de méme o\t est 'ensemble o\{t}. Si o # 0 alors vo est I’élément
max o et o- est I’ensemble o\vo. Pour s < t et 0 € P on pose o) = on[0,1],
O(s,t) = On|s,t[ et o = onlt, +oo[. Enfin, pour o € P, #0 symbolise le cardinal
de ’ensemble o.

Il est facile de vérifier que, pour tout ¢t € IR, application

U : (I)t]®(I)[t — ®
f®g — (0 = f(at))g(a(t))

s’é¢tend en un isomorphisme unitaire entre ®;; @ ¢ et ®. Dans la suite nous
ommeétons ’application U, et ne ne faisons pas de distiction entre les espaces
@4 @ Py et @ 5 nous identifions aussi @y et Py a des sous-espaces de P.

De la méme fagon, pour tous s < ¢, les espaces @, ® @, 4 ® Pz et @ sont
isomorphes. On parle dans ce contexte de structure de produit tensoriel continu
de I'espace de Fock.

Une famille particuliere de sous-espaces de ® est de grande importance : les
espaces de vecteurs cohérents. Soit M un sous-espace dense de L2(IRT). On dit
qu’il est admissible s’il est stable par multiplication par 1o pour tout ¢. Pour
un vecteur u dans un espace admissible M on définit le vecteur cohérent associé
e(u) € @ par e(u)(o) = [],c,u(s) o, comme d’habitude, le produit vide est
pris égal a 1. De cette facon on obtient un élément de I'espace de Fock tel que
lle(w)]]* = exp(||ul|?). On peut aussi vérifier que dans la structure de produit
tensoriel continu ® = &4 ® @, on a e(u) = e(uy) @ e(up), ot uy = ullpy et
ugy = ull 4 oo L'espace vectoriel engendré par les ¢(u) pour u parcourant M est
noté £(M), c’est un sous-espace dense de ®. Quand M = L?(IR"), 'espace (M)
est noté £ ; quand M = leb(R+), I’espace des fonctions localement bornées de
carré intégrable sur IR, alors £(M) est noté &,

Cette propriété particuliere qu’ont les vecteurs cohérents d’étre homogenes
par rapport aux décompositions de ’espace de Fock en produit tensoriel continu,
est la clé de la définition de Hudson-Parthasarthy des intégrales stochastiques
quantiques ([H-P]). Pour un ¢t € IR™ fixé, un opérateur H de ® dans ® est dit
t-adapté si Dom H contient £(M) et s’il satisfait, pour tout u € M :

i) He(uy) appartient & @y
ii) He(u) = [He(uy)] ® e(up)-

Un processus adapté d’opérateurs est une famille (Hy),~, d’opérateurs de ® dans
® telle que Hy est t-adapté pour tout t et telle que 'application ¢ — Hye(u) est
mesurable pour tout u € M.

12



Rappellons maintenant les définitions de Hudson-Parthasarathy pour les inté-
grales stochastiques quantiques. Considérons quatre processus adaptés d’opéra-
teurs H, K, L et M sur ®, définis sur £(M). Dans [H-P] (combiné a [A-M] pour
une petite extension des conditions d’intégrabilité) il est prouvé que si, pour tout
u € M,toutt>0ona

t t t
/0 u(3) 2| [ H (1) | ds + / 1Ky ()| ds + / u($)] || L () | ds
t
-I-/ |\Msa(us])\|ds<oo
0

alors il existe un unique processus adapté d’opérateurs (7%),~, noté

t t t t
Tt:/ HSdAS—}—/ stAz+/ LSdAS+/ M, ds
0 0 0 0

satisfaisant

<e(v), Tre(u) > = /0 v(s)u(s) <e(v), Hye(u) >+ v(s) <e(v), Kye(u) >
+u(s) <e(v), Lye(u) >+ <e(v), Mse(u) >ds

pour tout u,v € M, tout ¢ > 0. Ces intégrales sont les intégrales stochas-
tiques quantiques des processus H, K, L, M par rapport aux “bruits quantiques”
(At) >0 (AI)DO, (At);>o et par rapport au temps (¢/),~,- Ces intégrateurs sont
appelées respectivement les processus de conservation, création, annihilation et de
temps. La définition initiale du processus A; (resp. AI , Ay et tI) se retrouve en
prenant Hg (resp. K, Lg, M) égal & I pour s < t, nul pour s > ¢ et les trois
autres processus nuls. Pour plus de détails sur le calcul stochastique quantique de
Hudson-Parthasarathy on consultera larticle original [H-P], les livres [Mel], [Par],
ou le cours [Bia].
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Premiere partie :
CALCUL STOCHASTIQUE QUANTIQUE

I. Une définition maximale des intégrales stochastiques quan-
tiques

1.1 Problémes d’unicité

Dans [At1] il est montré que les conditions d’Hudson-Parthasarathy telles que
présentées dans la section “Notations” ne sont pas suffisantes pour assurer 'unicité
de ’écriture d’un opérateur comme somme d’intégrales stochastiques :

T:/ HsdAs—i-/ stA1+/ L, dA,.
0 0 0

En effet, il est possible de construire un processus adapté non nul (Hy),~, d’opé-

rateurs sur ® tel que I'opérateur f(f H, dA, (par exemple) soit bien défini au sens
Hudson-Parthasarathy et soit I’opérateur nul pour tout ¢. La construction de ce
contre-exemple, qui ne mérite pas d’étre développée ici, est basée sur le fait que
les vecteurs cohérents sont libres entre eux et que 'on peut définir des opérateurs
tres irréguliers sur ’espace de Fock en définissant leur action indépendamment sur
chaque vecteur cohérent.

Pour palier a ce probleme de non unicité il suffit d’imposer un peu de régularité
sur les coefficients des intégrales stochastiques quantiques.

Théoreme 1.1 - Soit T un opérateur sur ® admettant une représentation intégrale

sur &
o0 o0 o0
T:/ HSdAS+/ stA1+/ Ly dA,
0 0 0

otu, pour presque tout s, les opérateurs Hy, K4, Ly sont fermables. Alors T est nul
si et seulement si les processus (Hy),~ o, (Kt)>0, (Lt);>o s0nt nuls.

Dorénavant nous considérons que tous les opérateurs avec lesquels nous tra-
vaillons sont fermables.

1.2 Calcul différentiel et intégral sur I’espace de Fock

Dans cette section nous présentons un calcul différentiel et intégral intrinseque
sur l'espace de Fock. Certains éléments de ce calcul sont déja bien connu : les
opérateurs gradient, divergence ([Bel], [Lin]), et méme dans une certaine mesure
I'intégrale d’Ito abstraite ([Mal]) ; d’autres sont nouveaux : le gradient adapté,
la propriété de représentation prévisible, etc ... Nous apportons ici un regard
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nouveau et unifié sur ces opérateurs et ils seront la clé du développement du
calcul stochastique quantique que nous expliquerons dans les sections suivantes.
La présentation qui suit emprunte a [A-M], [AL2] et [At9)].

Pour tout f € ®, tout ¢t € IR™ et tout o € P on définit

[P:f](e) = 1, () f(9)-

L’application o — [P;f](o) est clairement de carré intégrable et P;f définit un
nouvel élément de ®. 1l est facile de voir que P; est en fait le projecteur orthogonal
de @ sur dy.

Pour tout f in ®, tout ¢ dans IRTet tout o € P on définit

[Vifl(o) = fowt).

Pour que cette application soit de carré intégrable en o il faut que f soit dans un
certain sous-domaine propre de . Il existe un domaine commun naturel et utile
pour tous les opérateurs V,, il s’agit de

Dom Ndéf{feé;/#0|f(o)|2do<oo}.
P

Les opérateurs V; sont souvent nommés gradients de Malliavin .
Pour tous t € IRT, f € ®, ¢ € P on définit la quantité

[Defl(o) = 1p, (o) f(out).

Cette application est de carré intégrable en o pour tout f et pour presque tout ¢
([AL2]). Donc pour tout f € @, presque tout ¢, D;f est un élément bien défini de
.

On voit par définition que D; est égal a P;V, sur le domaine de V;, mais la
différence avec V,; réside dans le fait que les D; sont définis partout sur ®. Cette
différence entre les domaines de D; et V; va jouer un role crucial dans les sections
suivantes. Dans la suite, nous prendrons assez peu de précautions dans I'utilisation
des “opérateurs” D; (notament avec les “presque surement”) ; toutes les libertés
que nous prenons peuvent se justifier aisement.

Soit z. = (z4),, uUn processus de vecteurs dans ®, c’est a dire une application

mesurable (o,t) — z(0,t) sur P x IR" telle que pour tout ¢ I’application o

x¢(0) et z(o,t) soit de carré intégrable.
Pour un tel processus on définit

[S(@))(0) =) _zs(015)

ol, comme d’habitude, la somme vide vaut 0. Quand cette application est de carré
intégrable en o on dit que (z¢),~, est Skorohod intégrable et le vecteur de I’espace
de Fock ainsi défini S(z.) est appelé lintégrale de Skorohod de (),
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Soit . = (24);5, un processus de vecteurs dans ®. On dit que z. est Ito
intégrable si B

i) z; € ®;) pour tout t,

i) [ ||z|? dt < oo

Si x. est un processus Ito intégrable sur ®, on définit sur P I'application

I(@)])(0) = { 0 sio =0,

Zye(0-) sinon.

Sous les conditions imposées a (g:),~, cette application est de carré intégrable en

o et on a
/P (z.)](0)| do = / el .

Pour tout processus Ito intégrable (xt),,, I'application I(z.) définit donc un
élément de @, appelé l'intégrale d’Ito de (), et satisfaisant la formule d’isomé-

trie o
@)= [l at.

Nous montrons dans [At9] que l'opérateur d’intégrale d’Ito sur l'espace de Fock
correspond vraiment a une intégration par rapport a la courbe (x:),», dans @

définie par
{Xt(o-):() si #0-7é17
xt({s}) = Lo 4(s).

Désormais l'intégrale d’Ito I(y.) sera noté [;° y; dxe.

Si 'on revient aux opérateurs D, on voit facilement que pour tout f € ® le
processus de vecteurs (D;f),-, est Ito intégrable. Si on calcule fooo D, f dx:, on

obtient - 0 . ’
sio=
[/0 Dif dXt} (o) = { f(o) sinon.

Donc, en notant que [Pyf](0) = L,—¢f(0) (Pof peut donc étre identifié & un
nombre complexe) on conclut facilement & la propriété suivante.

Théoréme 1.2 (Propriété de représentation prévisible sur ’espace de Fock) — Pour
tout f € ® on a la représentation

f=Pof+ /0 D.f dxe,

avec ||f||2=|Pof|2+/ 1D dt
0
et pour tout g € ®
<f;g>=P0fP09+/ <Dif, Dy g>dt.
0
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1.3 Définitions comparées des intégrales stochastiques quantiques

Dans la section “Notations” nous avons résumé les définitions des intégrales
stochastiques quantiques sur les domaines de vecteurs cohérents, telles qu’intro-
duites par Hudson et Parthasarathy. I[’avantage de leur définition, au dela du
mérite d’étre la premiere, est qu’elle est explicite au sens o, si on se donne un
processus adapté d’opérateurs (Hy), o, on sait décrire opérateur T = fooo HydAg
(par exemple). Il y a deux inconvénients & cette définition. Le premier est que
I’action des intégrales stochastiques quantiques n’est en fait pas vraiment explicite
puisque elle est donnée via la forme bilinéaire < e(u), Te(v) > qu’elle définie. On
ne dispose donc pas de formule explicite décrivant action de T sur un &(v). Mais le
principal inconvénient de ces définitions est qu’elles sont arbitrairement restreintes
au domaine des vecteurs cohérents. S’il se trouve, par exemple, que les opérateurs
H; sont bornés et que T' = fooo H, dAg le soit aussi, on ne sait pas déduire ’action
de T sur un vecteur f quelconque de ® autrement que par un argument de fer-
meture. En particulier ces intégrales stochastiques quantiques ne peuvent pas
étre composées. La formule d’Ito quantique obtenue dans [H-P] est mise sous une
forme faible : toutes les compositions d’opérateurs HK sont remplacées par des
< H*e(v), Ke(u) >.

Je vais maintenant décrire deux extensions des définitions de Hudson-Partha-
sarathy qui ont l'avantage de résoudre certains de ces inconvénients, sans les
résoudre tous.

Dans [Bel] et [Lin|, Belavkin et Lindsay ont indépendamment défini les inté-
grales stochastiques quantiques hors du domaine des vecteurs cohérent a 1’aide du
calcul anticipatif sur I'espace de Fock (gradient V et intégrale de Skorohod S).
Rappellons brievement leurs définitions.

Pour un processus adapté (ou non) d’opérateurs (H;),., on définit les do-
maines -

Dompp, A(H)={f € F;f € Dom VN, Vs f € Dom H; pour tout s et
s +— H;V,f est Skorohod intégrable}
Dompy, AT(H) = {f € F; f € Dom H, pour tout s et
s — Hyf est Skorohod intégrable}

Dompy, A(H) ={f € F;f € DomV N, V,f € Dom H pour tout s et
o0
/ ||HsVsf|| ds < oo}
0

Dompr T(H) = {f € F; f € Dom H, pour tout s et / ||Hsf|| ds < o0}.
0
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L’intégrale stochastique quantique f Ooo Hg dAg est définie comme étant I'opéra-
teur dont le domaine est Dompy, A(H) et la valeur est

/OO H,dA, f = S(H.V.f).
0

De méme, fooo H, dAJSr est définie comme étant I'opérateur dont le domaine est
Dompy, AT(H) et la valeur est

/Oo H,dAlf = S(H.f),
0

I'intégrale fooo H,dA, est définie comme étant I’opérateur dont le domaine est
Dompy, A(H) et la valeur est

/HsdAsf:/ H,V,fds
0 0

et enfin, 'intégrale fooo H ds est définie comme étant I'opérateur dont le domaine
est Dompy, T(H) et la valeur est

/Hsdsf:/ H,f ds.
0 0

Ces définitions sont des extensions de celles de Hudson et Parthasarathy, au
sens ou, sur les domaines de vecteurs cohérents, les deux familles de définitions
coincident. L’avantage de la définition de Belavkin-Lindsay est qu’elle va au dela
de ces domaines. L’autre avantage de cette définition est qu’elle est totalement
explicite : si on se donne un processus adapté d’opérateurs (H;),~,, on sait par-

faitement comment agit I'opérateur fooo H, dA, et sur quel domaine.

Il y a par contre, & mon avis, 2 inconvénients dans cette définition : il y a
encore une limitation arbitraire du domaine des intégrales stochastiques quantiques
(le domaine de V dans les cas de la création et de la conservation) qui ne tient
pas a la régularité des opérateurs mis en jeu ; 'autre inconvénient est 1'utilisation
du calcul que je nommerai anticipatif sur I'espace de Fock (intégrale de Skorohod,
Gradient de Malliavin,...), ce calcul n’est pas toujours trés aisé surtout lorsqu’il
s’agit d’utiliser les formules d’isométries.

Nous allons maintenant voir les définitions des intégrales stochastiques quan-
tiques telles que données dans [A-M]. L’extension que nous y proposons supprime
deux inconvénients des définitions précédentes : il n’y a plus de limitations ar-
bitraires de domaines, les intégrales quantiques peuvent étre définies sur leur do-
maine maximal (qui peut parfois étre tout I'espace de Fock, autorisant ainsi la
composition de ces intégrales, voir section II ) ; nous utilisons de plus le calcul
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adapté sur espace de Fock (intégrale d’Ito, gradient adapté D, ...) ce qui autorise
des formules d’isométries agréables.

Par contre, nous héritons d’un nouvel inconvénient majeur : nous perdons
le caractere explicite de la définition des intégrales stochastiques quantiques, elles
sont décrites via une sorte d’équation différentielle stochastique. Le probleme qui
s’est posé a nous dans un premier temps est, qu’en toute généralité, nous ne savions
pas caractériser les domaines sur lesquels il y a existence et unicité de la solution
a l’équation correspondante. Par contre nous avons un Théoréme d’extension
relativement agréable qui permet de travailler dans beaucoup de cas.

La réponse complete a tous ces problemes d’existence, d’unicité et de domaine
des solutions sera donnée par la derniere extension des intégrales stochastiques
quantiques (cf 1.4-1.7).

Revenons maintenant a ’idée (informelle) de cette nouvelle définition.

En considérant un processus d’intégrales stochastiques quantiques

t
T :/ Hy;dXs,
0

ol dX; désigne n’importe lequel des quatre intégrands de base dA;, dA;r ,dA; ou dt,
comme une semimartingales d’opérateurs qui, lorsqu’elle agit sur une martingale
de vecteurs f; = Py f + fot D, f dxs, doit vérifier une formule de type Ito

d(Tift) = (dTy) fe + Ti(dfy) + (dT3)(df),
nous obtenons les formules

[YHPfdy, siX,=Al
f(f Hstdes si Xg = As
[YHD,fds siX,=A,

JyHyPyfds  si X, = sl.

th :/ Ts/\t Dsdes + (Il)
0

Dans la suite nous nous référerons a ces équations sous le nom d’équations A-M.
Ces équations sont a la base de la définition des intégrales stochastiques quantiques
donnée dans [A-M]. En effet, nous disons que le processus (7%),, est U'intégrale

stochastique quantique f(f HydX, sur le domaine D si, pour tout f € D, I’équation
(I.1) a un sens (du point de vue des domaines et de I'intégrabilité de chacun de
ses termes) et est vérifiée (I'égalité entre les deux membres est vérifiée sur D).

Théoreme 1.3 - Sur le domaine £ des vecteurs cohérents, cette définition des
intégrales stochastiques non commutatives coincide avec celle de Hudson-Partha-
sarathy.

Bien entendu, l'intérét de cette définition se situe dans le fait qu’elle permet
d’aller au-dela du domaine des vecteurs cohérents. Du fait de I'utilisation des gra-
dients adaptés Dy, il n’y a plus de restriction arbitraire du domaine des intégrales
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stochastiques quantiques, seules les conditions de domaines propres aux coefficients
et les conditions d’intégrabilité interviennent. Par contre, il faut savoir sur quels
domaines, au dela de £, on peut étendre les intégrales stochastiques non commu-
tatives grace a cette nouvelle définition. Le Théoréme d’extension suivant fournit
une réponse qui n’est pas la meilleure, mais qui utilise des conditions suffisamment
faibles pour pouvoir étre utilisée assez couramiment.

Théoréme I.4 (Théoreme d’extension) — Si (T3),~, admet une représentation in-

tégrale
t t t t
Tt:/ HsdAs-i—/ stAer/ LsdAs—i-/ M, ds
0 0 0 0

sur & et si le processus adjoint (T} )t20 admet aussi une représentation intégrale

t t t t
Tt*:/ H:dAs—i—/ L:dA;f—i-/ K;‘dAs—i-/ M} ds
0 0 0 0

sur &, alors les représentations intégrales de (Ty),~ et (1), $’étendent partout
ot les équations A-M associées ont un sens. B B

En conclusion, si (T}),s, et son adjoint ont une représentation intégrale au
sens usuel sur &, alors les équations A-M associées sont vérifies partout ou elles
sont bien définies.

Cette définition étendue des intégrales stochastiques quantiques permet dans
les bons cas (cf chapitre II) d’avoir des intégrales stochatiques quantiques définies
sur tout ’espace de Fock, dans ce cas elles sont composables. On peut alors

espérer obtenir une formule d’intégration par partie quantique du méme type que
celle d’"Hudson-Parthasarathy, mais pour la composition véritable des opérateurs.

Théoréme 1.5 Soient

t t t t
Tt:/ HsdAs-i—/ stAng/ LsdAs—i-/ M, ds
0 0 0 0

t t t t
et T;:/ H;dAs+/ K;dAl-l—/ L’SdAs-l—/ M. ds
0 0 0 0

deuz processus d’intégrales stochastiques non commutatives définis, au sens étendu,
sur tout lespace de Fock. Alors le processus (T3T}),~, admet une représentation
intégrale étendue sur tout l’espace de Fock B

t t
TtTt' = / (HSTS' + TSH; + HSH;) dAg + / (KST; + TSK; + HSKQ,) dAJSr-i-
0 0
t t
4 / (LT + T,L, + L,H') dA, + / (M,T! + T, M + L,K') ds.
0 0
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Nous allons maintenant détailler, dans les sections 1.4 a 1.7, ’extension des
intégrales stochastiques quantiques telles que donnée dans [AL2] (et [AL1]). Nous
allons voir qu’elle garde tous les avantages des définitions précédentes sans au-
cun des inconvénients ; nous allons voir qu’elle répond de fagon compléete au
probleme d’existence de solutions aux équations A-M ; nous allons voir que cette
définition des intégrales stochastiques quantiques est maximale. Avant d’arriver a
ces résultats, nous devons revoir le calcul stochastique depuis sa premiere pierre : la
notion d’adaptation. Nous exprimons la notion usuelle d’opérateurs adaptés d’une
maniere nouvelle qui permet de s’affranchir du domaine des vecteurs cohérents et
qui permet de considérer une tres large famille d’autres domaines. A partir de cette
reformulation, nous pouvons redéfinir les intégrales stochastiques quantiques.

1.4 Une nouvelle notion d’adaptation

Le calcul d’'Ito abstrait développé dans la section 1.2 constitue 'ingrédient
principal de la nouvelle définition d’adaptation pour les opérateurs sur ’espace
de Fock ®. Nous allons momentanément oublier la définition d’adaptation de
Hudson-Parthasarathy.

Soit ¢ fixé dans IR™. Soit D un domaine dans ® c’est & dire un sous-espace de
®. On dit que D est un domaine t-adapté si f € D implique P,f €e Det D, f € D
pour presque tout u > t.

On peut bien sir se demander quelles sortes de domaines dans ® satisfont
a ces propriétés de stabilité. Il est facile de voir que tous les domaines que 1’on
a ’habitude de considérer en calcul stochastique quantique sont adaptés en ce
nouveau sens :

- I’espace de Fock tout entier est bien siir -adapté pour tout % ;

- les espaces de vecteurs cohérents £(M) sont des domaines t-adaptés pour

tout ¢ si et seulement si M est admissible ;

- 'espace, usuellement appelé “espace des particules finies”, ®p def {f € ¥;

pour un n € IN, f(o) = 0 quand #0 > n} est t-adapté pour tout ¢ ;
- espace des vecteurs-test de Maassen-Meyer, c’est a dire ’ensemble des
f € @ tels que
i) f(6) =0sio ¢ [0,T] pour un T,
ii) | f(o)| < CM#? pour des C, M >0,
est t-adapté pour tout ¢ ;
- les “échelles de Fock” ®(a) e
sont toutes t-adaptée pour tout t.
Ainsi, la classe des domaines adaptés constitue une classe bien plus large que
celles des vecteurs cohérents.

{feo; [, a??|f(0)|?do < oo} pour a > 1

Introduisons maintenant la définition d’adaptation pour les opérateurs. Soit
t fixé dans IR™. Soit H un opérateur de ® dans @, de domaine D. L’opérateur H
est t-adapté si
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i) D est un domaine t-adapté

ii) sur D on a

Pt H - HPt
D,H=HD, pour presque tout u > t.

Il y a d’autres définitions équivalentes de cette nouvelle adaptation. Celle
ci-dessus est la plus simple, celle qui suit est la plus utile.

Pourun o = {t; < ... <t,} € P, on note D, lopérateur Dy, ...D;, et, pour
o =0, Vopérateur D, est 'opérateur identité I.

Proposition 1.6 — Soit t fizé dans IRT. Un opérateur H sur ® de domaine D est
t-adapté si et seulement si

i) D est un domaine t-adapté,

ii) pour tout f € ®, presque tout o € P on a

[H f](0) = [HP. Do, f](0)).

Cette novelle définition de 'adaptation est une extension de celle de Hudson-
Parthasarathy.

Proposition 1.7 - Soit M un sous-espace dense de L>(IR"). Soit H un opérateur
défini sur E(M). Alors E(M) est un domaine t-adapté pour tout t si et seulement
st M est admissible. L’opérateur H est t-adapté si et seulement si il est t-adapté
au sens d’Hudson-Parthasarathy.

Avec cette notion d’adaptation pour les domaines et les opérateurs, nous avons
une notion d’espérance conditionnelle pour les domaines et les opérateurs. Soit D
un domaine quelconque dans ®. Soit ¢ fixé dans IRT. Définissons

E(D) Y {f € ®; B,D,f € D pour p.t. o € Py}

Alors IE.(D) joue le role de Pespérance conditionnelle du domaine D a 'instant t.

Proposition 1.8 - Pour tout t € IR™, et tout domaine D dans ® nous avons que
i) IEy(D) est un domaine u-adapté pour tout u >t ;
ii) IE:(IEs(D)) = IEsa(D) pour tous s,t ;
iii) si D est un domaine t-adapté alors D C IE(D).

Soit H un opérateur quelconque sur ®, de domaine Dom H. On définit I'opé-
rateur IE;(H) sur ® dont le domaine est

Dom IEy(H) = {f € IEy(Dom H); 0+ [HP: Dy, (o)) € L*(P)}
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et dont la valeur sur ce domaine est

[E:(H)f](0) = [HP: Dy, fl(oy))-

Nous donnons maintenant une liste des propriétés principales de cette espérance
conditionnelle d’opérateurs.

Proposition 1.9 - Pour tout opérateur H sur ®, tout t dans R™, on a :

i) IE,(H) est un opérateur u-adapté pour tout u >t ;

i) IEy(IEs(H)) = IEsa(H) pour tous s,t ;

iii) H est un opérateur t-adapté si et seulement si Dom H est t-adapté et H est
une restriction de IEy(H) ;

iv) si H et IE;(H) sont densement définis alors IE;(H)* est t-adapté et
E.(H)* est une extension de I (H™).

1.5 Une nouvelle définition des intégrales stochastiques quantiques

La nouvelle définition de ’adaptation, les espérances conditionnelles associées
et la propriété d’extension iii) de la Proposition 1.9, donnent lieu & une nouvelle
définition des intégrales stochastiques quantiques. Il y a de nombreuses manieres
différentes d’introduire ces nouvelles définitions ; j’en choisi ici une qui est différente
de I'approche originale ([AL2]) mais qui est plus constructive (elle a été développée
dans [At9]).

A partir des définitions de Hudson-Parthasarathy, ou tout simplement & partir
des définitions usuelles des opérateurs de création, annihilation, conservation sur
un espace de Fock, on peut écrire des formules explicites décrivant 1’action des
bruits fondamentaux (processus de création, annihilation, conservation et temps)
sur des vecteurs f de leur domaine. Par exemple le processus de création (A;r )i>o0
est donné par B

[Alf1(0) =) f(ons) (1.2)

s€o
s<t

et le domaine de AI est exactement ’ensemble des f tels que I’expression ci-dessus
est de carré intégrable en o. De la méme facon, 'annihilation, la conservation et
le temps sont respectivement donnés par

[Asfl(o /faus (1.3)
[Aefl(o) = ) _ f(o) (1.4)

sea
s<t

t1f)(o / f(o (L5)



Il faut noter que les expressions (I.4) et (I.5) peuvent étre simplifiée mais il est
utile de les conserver sous cette forme.

Soit, (Ht)tZO un processus adapté d’opérateurs. Supposons que (H,g)t20 soit
étagé, c’est a dire qu’il soit constant sur les intervalles d’une partition {t;; - € IN}
de IR". Regardons, par exemple, le cas de I'intégrale d’annihilation. Si I’on veut
définir 'intégrale stochastique quantique fooo H, dAg comme dans [H-P] on regarde
naturellement les sommes de Riemann ), Hy (A, , — A,). 11 faut noter que les
produits Hy, (As,,, — A¢;) ne sont pas des compositions d’opérateurs mais des
produits tensoriels d’opérateurs. En effet, notre notion d’adaptation coincide avec
celle de Hudson-Parthasarathy, donc H;, est de la forme K ® I dans le produit
tensoriel @ = &, ® ®py, et Ay, — Ay, est de la forme I ® K'.

On sait de plus que notre espérance conditionnelle étend le domaine des
opérateurs adaptés, donc si on veut maximiser le domaine de nos intégrales stochas-
tiques quantiques, nous avons intérét a considérer plutot

Z Eti (Hti)(Ati—{—l - Ati)'
On obtient

Z[(Ati-l—l - Ati)Eti (th)f](o') = /OOO[HstDo(sf](O—s)) ds.

(2

Cette derniére expression ne dépend plus du fait que (Hi),~, est un processus
étagé et nous pouvons garder cette expression comme définition de l'intégrale
d’annihilation [;° H, dA,.

Soyons plus précis. Pour un processus adapté d’opérateurs (Hi),-,, nous
définissons la quantité B

[AGH) (o) / DDy f(04) ds. (L6)

Nous définissons I'intégrale d’annihilation de (H),., comme étant 'opérateur
A(H) dont le domaine est ’ensemble des f € ® appartenant & NsJE;(Dom Hy),
tels que s — [HsDD,, f](0s)) soit Lebesgue intégrable pour p.t.o et tels que
I'expression (1.6) de [A(H) f](o) soit de carré intégrable en o. La valeur de A(H)
sur son domaine est alors donnée par (1.6).

Les intégrales de création, conservation et temps de (Hy),, sont définies en
suivant la méme procédure. On obtient respectivement les expressions

[AT(H) f](0) € Y [H,P,Dyy, fl(0) ds (L.7)

[AH) (o) € Y [HyDy Dy, f(04)) ds (L8)
SEo

o) | " [H,PD, fl(on) ds (1L.9)
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avec les définitions naturelles correspondantes pour les domaines.

Ces nouvelles définitions des intégrales stochastiques quantiques, que nous
appelerons intégrales A-L, peuvent sembler & premiére vue relativement com-
pliquées et difficiles a manipuler. Nous allons voir dans la suite que leur prin-
cipal intérét est de donner des réponses satisfaisantes aux problemes posés par les
définitions précédentes.

Dans [AL2], un long développement suit ces définitions, afin d’établir les pro-
priétés usuelles de ces intégrales. En particulier on vérifie des propriétés d’adapta-
tion, de martingale (sauf pour celle par rapport au temps), de comportement par
passage a l'adjoint. Les résultats obtenus sont ceux attendus ; bien que parfois
un peu plus compliqués pour ce qui concerne le passage a l'adjoint, mais c’est
certainement le prix a payer pour garder la plus grande généralité possible.

Nous allons aborder le point principal des ces définitions : le fait qu’elles con-
tiennent toutes les précédentes (Hudson-Parthasarathy, Belavkin-Lindsay, Attal-
Meyer).

1.6 Extensions des définitions précédentes

Le premier point est que nos définitions étendent celles de Belavkin-Lindsay.

Théoréme 1.10 - Soit (H;),~, un processus adapté d’opérateurs sur ®. Alors

i) Dompyr, A(H) est inclus dans DomA(H) et sur le premier domaine on a
AH)f =8S(HNV.f);

ii) Dompy, AT(H) est inclus dans Dom AT(H) et sur le premier domaine on a
AT(H)f = S(H.f);

iii) Dompy, A(H) est inclus dans Dom A(H) et sur le premier domaine on a
AH)f = fooo H,V,fds;

iv) Dompyr, T'(H) est inclus dans Dom T (H) et sur le premier domaine on a
T(H)f = [ H,f ds.

Comme on sait que les définitions de Belavkin-Lindsay étendent celles de
Hudson-Parthasarathy (cf [Lin] ou [Bia]) on obtient le résultat suivant (on peut
trouver une preuve directe dans [A-L] Theorem 8.1).

Corollaire 1.11- Soit (H),, un processus adapté d’opérateurs définis sur un
espace de vecteurs cohérents E(M) pour un M admissible. Alors E(M) est in-
clus dans les domaines de A(H), AT(H), A(H) et T(H). Sur £(M), les intégrales
stochastiques quantiques A(H), AT(H), A(H) et T(H) coincident avec les intégrales
de Hudson-Parthasarathy correspondantes.

1.7 Résolution des équations A-M

Ainsi donc les définitions A-L des intégrales stochastiques quantiques sont
totalement explicites du point de vue du domaine et de ’action des opérateurs
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qu’elles définissent, elles ne présentent aucune limitation a priori de domaine,
elles étendent les définitions de Hudson-Parthasarathy et de Belavkin-Lindsay. Le
résultat le plus satisfaisant que ’on obtient avec ces nouvelles intégrales stochas-
tiques quantiques est la réponse complete qu’elles donnent aux problemes posés
par les équations A-M. En effet, nous allons voir que, contre toute attente (en tout
cas au moins la mienne !), les équations A-M admettent toujours une solution,
qui est unique, que I'on est capable d’identifier le domaine maximal sur lequel
la solution est définie et que cette solution est forcement I'intégrale stochastique
quantique A-L correspondante. Voici ce que cela donne en termes plus rigoureux.

Pour un processus adapté donné d’opérateurs (Ht)tzo on a les intégrales
A-L correspondantes A(H), AT(H), A(H) et T(H) avec leur domaine maximal,
comme définis dans la section I.5. Il est ici utile de restreindre un peu notre do-
maine d’étude, bien que ce ne soit pas nécessaire, afin de rendre les énoncés plus
agréables. Le domaine restreint de A(H) (resp. AT(H)) est I'intersection de son
domaine maximal avec I'ensemble des f € ® satisfaisant [ ||[H,D, f II?ds < oo

(resp. [3° |[HsPsf|I”ds < o). Le domaine restreint de A(H) (resp. T(H))
est l'intersection de son domaine maximal avec ’ensemble des f € ® satisfaisant

I» [fooo‘[Hstf](U)‘ d3]2 do < oo (resp. [, [fooo|[HsPsf](a)| ds}2 do < 00).

Avant d’énoncer le théoreme principal, il est utile d’aider le lecteur a en
comprendre le sens. Si on considere I'équation A-M associée au processus T; =
fot Hg dAs (par exemple) on a

e’} t
th :/ Ts/\tDsdes +/ Hstdes- (110)
0 0

Nous cherchons les solutions de cette équation. J’entends par la que la donnée
est un processus adapté (Hi),, avec ses domaines Dom H; et que I'on cherche
tous les processus (7T}),», qui sont solutions de (I.10) au sens ot, dés que I'un des
deux membres de (I.10) est bien défini, 'autre I'est aussi et 1’égalité a lieu. Plus
explicitement, (T}),- est une solution si, des que f vérifie

i) Dyf € DomT,a; pour p.t.s

ii) Dsf € Dom Hy pour p.t.s <t

i) [7 | TDs fII” + [[HsDs f||* ds < oo,

on doit avoir f € DomT; ; et réciproquement. ON veut de plus que des que
ces conditions sont remplies I’égalité (I.10) soit vérifiée. En résumé, on cherche les
solutions de (I.10) avec lesquelles on peut utiliser ’équation (I.10) sans se poser
aucun probleme de domaine, d’intégrabilité, ...

Le sens du théoréeme qui suit est que ’ensemble des telles solutions n’est
jamais vide, qu’il contient une seule solution et que cette solution est 'intégrale
A-L correspondante, munie de son domaine restreint.

Dans le théoreme suivant nous utilisons le mot mazimal pour des processus
d’opérateurs satisfaisant certaines propriétés. Cette maximalité doit étre comprise
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au sens de 'ordre partiel suivant sur les processus : deux processus d’opérateurs
(St)i>0 €t (Tt) >0 sont tels que (St),~q C (Tt);> si St C Ty pour tout ¢ au sens
des extensions d’opérateurs. B B

Théoréeme 1.12- Soit (H;),~, un processsus adapté d’opérateurs sur ®. Soit
L(H) Uensemble des processus adaptés d’opérateurs (Ty),~, sur ® satisfaisant

1) f € DomT; siet seulement si i) Dsf € DomTspnr pour p.t.s ;
ii) Dgf € Dom Hg pour p.t.s <t;

t
iii)/ [TsDs f|1> + ||HsDs f| | ds < oo ;
0

2) pour tout f € DomT; on a

[e’s} t
th :/ Ts/\tDs.des +/ Hst.des-
0 0

Alors L(H) contient un élément et un seul (a restriction prés) ; cet élément mazi-
mal est le processus (Ay(H)),~, d’intégrales A-L, muni de son domaine restreint.

Soit AT(H) Uensemble des processus adaptés d’opérateurs (Ty),s, sur ® sa-
tisfaisant a

1) f € DomT; siet seulement si i) Dsf € DomTspnr pour p.t.s ;
ii) Psf € Dom H; pour p.t.s <t ;

t
iii)/ | TsDs f||” + || Hs P f || ds < 00 ;
0

2) pour tout f € DomT; on a

0 t
th :/ Ts/\tDsf dXs +/ HsPsf dXs-
0 0

Alors AT(H) contient un et un seul élément (@ restriction prés) ; cet élément maxi-
mal est le processus (A (H));>o d’intégrales A-L, muni de son domaine restreint.

Soit A(H) Uensemble des processus adaptés d’opérateurs (Tt),~, sur ® satis-
faisant B

1) f € DomT; si et seulement si 1) Dgf € DomTspy pour p.t.s ;
ii) Dgf € Dom Hy pour p.t.s <t

t
iii) / T D, f|]? ds < oo ;
0
iv) (HsDsf) <, est Lebesgue intégrable ;
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2) pour tout f € DomT; on a

0 t
th :/ Ts/\tDsf dXs +/ Hstf ds.
0 0

Alors A(H) contient un et un seul élément (a restriction prés) ; cet élément mazi-
mal est le processus (Ay(H)),~, d’intégrales A-L (A¢(H)),~q, muni de son domaine
restreint. - B

Soit T(H) Uensemble des processus adaptés d’opérateurs (Tt),~, sur ® satis-
faisant B

1) f € DomT; si et seulement si i) Dsf € DomTsp; pour p.t.s <t ;
ii) Psf € Dom Hy pour p.t.s <t ;

t
iii) / T D, f|]? ds < oo ;

0
iv) (HsPsf),<, est Lebesgue intégrable ;

2) pour tout f € DomT; on on a

o8] t
Tif = / TsatDs f dx s +/ H.P;f ds.
0 0

Alors T (H) contient un et un seul élément (a restriction prés) ; cet élément mazi-
mal est le processus (Ty(H)),~, d’intégrales A-L (Ty(H)),~q, muni de son domaine
restreint. B B

II. Une algebre de semimartingales quantiques

La plus intéressante application des définitions A-M des intégrales stochas-
tiques quantiques est qu’elles permettent, dans les bons cas, de considérer des
intégrales stochastiques quantiques définies sur tout I'espace de Fock. Dans ce
cas elles sont composables et on a la formule d’Tto quantique du Théoreme 1.5
qui fournit & nouveau des intégrales stochastiques définies partout. Nous allons
exhiber une famille de telles intégrales stochastiques qui forment une algebre pour
la composition. Nous pourrons, sur cette algebre, développer une calcul stochas-
tique fonctionnel ainsi que des notions de crochets droit et oblique quantiques,
conformes a ce que 'on peut attendre. Cette partie est extraite de [At5].

I1.1 L’algebre S

Soit S 'espace des processus adaptés d’opérateurs bornés (13),, sur ® ad-
mettant, sur un espace cohérent £(M), une représentation intégrale

t t t t
Tt:/ HsdAs-i—/ stAng/ LsdAs—i-/ M, ds
0 0 0 0
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ou tous les opérateurs Hy, K, Ls, Mg sont bornés et satisfont :
s — ||Ms|| est localement intégrable,
s — ||Ks|| and s — ||Ls|| est localement de carré intégrable,
s — ||Hyg|| est localement bornée.

Théoréme I1.1 - Tout élément (T}),~, de S a sa représentation intégrale qui peut
étre étendue a tout ’espace de Fock.
L’espace S est une x-algebre pour la composition et le passage a l’adjoint.

On dispose 14 d’une algebre de semimartingales trés utile (cf plus loin) et
pratique sur laquelle on va pouvoir faire du calcul fonctionnel sans aucun probleme
de domaine. Mais définir S comme précédement pose des problemes. En effet, les
conditions portent sur la représentation intégrale éventuelle de (73),, ainsi que
sur la régularité de ses coefficients. Ce sont des conditions difficiles & vérifier dans
la pratique. Il serait plus agréable d’avoir une caractérisation des éléments (73),~
de S qui ne porte que sur la régularité de (7%),-, seul. Nous obtenons, dans ce
sens, le résultat satisfaisant suivant. a

Un processus adapté d’opérateurs bornés (7%),, est appelé semimartingale

réguliére ’il existe une mesure absolument continue p sur IR™ telle que, pour tout
feEM), tout r < s < t on ait

TP f = ToPo fI[* < |1 £ ([, 1)) (IL.1)
T3 Prf = TS PofI” < || £ (5, 1)) (IL.2)
|PsTe P f — To P f|| < | ] (s, 2]).- (IL.3)

Théoréeme I1.2 - Un processus adapté d’opérateurs bornés (1), est un élément
de lalgebre S si et seulement si c’est une semimartingale réguliére d’opérateurs.

I1.2 Crochets droits et obliques quantiques

L’algebre & est un point de départ pour développer un calcul stochastique
quantique proche du calcul stochastique usuel. Pour tous éléments T, T’ de S on
peut définir de nouveaux processus adaptés : les intégrales de T par rapport a T' :

t t t t t
/TSdTS’ d:ef/ TSH;dAS+/ TSK;dAl-i—/ TSL;dAS-i—/ T,M! ds
0 0 0 0 0

t t t t t
/ ar’ T, / H'T,dA, + / K'T,dAl + / LT, dA, + / M'T, ds.
0 0 0 0 0

Ces processus ne sont en général pas des éléments de S. En effet, ils admettent
une représentation intégrale, les coefficients dans ces représentations satisfont les
meémes critéres que les éléments de S, mais les opérateurs fot Ts dT! et fot dT! T
eux-mémes ne sont pas en général bornés. Ces intégrales [ T dT” et [ dT' T ne sont
a priori définies que sur des domaines de vecteurs cohérents £(M). Il est & noter
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que grace au théoreme d’extension et aux conditions de norme sur les coefficients,
leur représentation intégrale (au sens A-M) s’étend a tout leur domaine.

On note S’ I'espace de processus adaptés (1;),~, sur ®, admettant une repré-
sentation intégrale sur £(M) telle que les coefficients de cette représentation satis-
font les mémes conditions que dans la définition de S. La seule différence avec S est
que, dans &', le processus (T}),~, n'est pas nécessairement constitué d’opérateurs
bornés. Ainsi S est un sous-espace propre de S’ (nous verrons dans la section I1.4,
qu’il existe en fait une bijection a la fois naturelle et surprenante entre ces deux
espaces).

Si (T3) ;50 et (T});>o sont des éléments de S, on a vu que [TdT" et [dT'T

sont des éléments de S’. Il apparait aussi que S’ est ’espace naturel pour définir
les crochets droit et oblique des processus d’opérateurs.

Soit (T}),s €t (Tt);>, deux éléments de S’. On définit le crochet droit de T
avec T comme étant le processus d’opérateurs

def

t t t t
[T, T'], / H,H' dA, + / H,K'dAT + / L,H'dA, + / LyK! ds.
0 0

0 0

On définit le crochet oblique de T' avec T’ comme étant le processus d’opérateurs
def [*
(T, T, = / L.K! ds.
0

Il est clair que [T,T"] et (T,T') sont tous deux des éléments de S’. Dans la
troisieme partie de ce texte nous ferons le lien entre ces crochets quantiques et les
crochets du calcul stochastique usuel.

A partir des définitions, on peut facilement vérifier que ces crochets quantiques
satisfont certaines propriétés usuelles des crochets. Celles-ci sont résumées dans
la proposition suivante. Il faut noter qu’un élément de S’ est la somme d’une
martingale d’opérateurs (la somme des intégrales en dA, dAT et dA) et un terme
a “variation finie” (I'intégrale par rapport au temps).

Proposition I1.3— Soient S, S’,S" des éléments de S', soit T un élément de S.
On a les propriétés suivantes.

i) [S,S'] et (S,S") ne dépendent que de la partie martingale de S et S’.

ii) Si S et S' sont des martingales (d’opérateurs) dans S, alors SS' — (S, S’)
et SS" —[S,S'] sont aussi des martingales.

iii) Les crochet quantiques sont associatifs, c’est a dire par exemple
[S, [S',S"]} = [[S, S'],S"].

iv) Ona [[TdS,S')= [Td[S,S"] et [S',[dST] = [d]S',S]T. On a les
meémes identités pour les crochets obliques.
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v) Ona

[S’ SI]* = [Sl*aS*]
(S, §)* = (8%, §%).

Dans le cadre du calcul stochastique usuel le crochet droit de deux semimartin-
gales est la limite, en un certain sens, des variations quadratiques associées ; le
crochet oblique est la limite des variations quadratiques conditionnées correcte-
ment. On peut naturellement se demander ici si ’on a quelque chose d’équivalent
pour les crochets quantiques. Ce résultat serait satisfaisant en soi mais il aurait de
plus 'avantage de répondre a un autre probleme. En effet, 'algebre S admet une
caractérisation intrinseque et nous avons déja discuté de l'intérét d’une telle ca-
ractérisation. Il est alors décevant d’avoir une définition des crochets quantiques
qui soit basée sur la représentation intégrale des processus. En obtennant une
caractérisation via les variations quadratiques, nous aurions du méme coup une
caractérisation intrinseque des crochets quantiques.

Théoréme I1.4- Soient (St),~, et (Tt);>, deux éléments de S. Soit t firé dans
RY, s0it {0 =12 <17 < ... < t" =t} une suite de subdivisions de [0,t] dont le
diamétre tend vers 0 quand n tend vers +o00. Soit M un sous-espace admissible
de L2 (IR").

Alors, sur E(M), le crochet droit [T, S], est la limite faible quand n tend vers
400 des variations quadratiques

> (T, = Te)(Ser,, — Sip)

(3

et, sur ®, le crochet oblique (T, S), est la limite faible des variations quadratiques
conditionnées

> P (T, — Tp)(Sey,, — Sip)Pay
7

I1.3 Calcul d’Ito fonctionnel

Avec le développement du langage des crochets, la formule d’intégration par
partie prend une forme tres simple. En effet, pour tous S et 7" dans § on a

t t
StTt = / Ss de +/ dSS Ts + [S, T]t (114)
0 0

Comme S est une algebre on peut considérer des fonctionnelles polynoémiales sur
S. Par recurrence sur (I1.4) on obtient le résultat suivant.
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Proposition I1.5 - Soit (T}),5, un élément S. Soit n € IN. On a alors
t ¢
T _/ H,(s)dA, +/ Kn( AT+/ Ln(s)dAer/ M, (s)ds
0

Hy(s) = (Ts + HS)n - Ty
Kn(s)= Y TPK,(T,+ H,)*

p+g=n—1

Ln(s)= Y. (Te+ Hy)"L,T¢
p+g=n—1

My(s)= Y TPM,TI+ Y TPL(T,+H,)'K,T].
p+q=n—1 pt+q+r=n—2

Nous disposons donc d’une formule d’Ito quantique pour les polynémes sur S.
Il est naturel de se demander si on peut aller plus loin que les polynomes. Les deux
théorémes que je vais énoncer sont dus & G. Vincent-Smith [ViS]. En les énoncant
dans cette these je n’ai pas 'intention de les reprendre a mon compte, mais je
les cite afin de montrer I'intérét supplémentaire qu’ils apportent a 1’algebre S, qui
s’avere étre bien mieux qu’une simple algebre. Ces résultats confirment que S est
vraiment un espace naturel de semimartingales quantiques, car il va en un certain
sens étre stable par les fonctions C?2.

Le premier pas a franchir est de passer aux fonctions analytiques. Faisons
un petit rappel de calcul fonctionnel sur les opérateurs bornés pour les fonctions
analytiques.

Soit T un opérateur borné sur un espace de Hilbert. Pour tout A dans
I'ensemble résolvant de T, on note Rx(T) la résolvante de T au point A. Soit
f une fonction analytique sur le disque D(0,R) ou R > ||T||. Alors opérateur

f(T) est défini par
= § smT A

ol 7 est le cercle C(0,7) avec R > r > ||T|| et f est 5L
le long de .

fois I'intégrale de contour
Fig?

Théoréme 11.6- Soit (T}),5, un élément de S. Soit T € IRT firé. Soit p =
max{||Ty||, ||T: + H¢||;t < T}. Soit f une fonction analytique sur D(0, R) pour un
R > p. Alors (f(Tt)),>o est encore un élément de S et sa représentation intégrale,
pour t < T, est donnée par

f(Tt):f(O)+/0 Hf(s)dAs—i-/O K (s) dA§+/O Lf(s)dAs—I—/O M;(s) ds
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ot

Hf(s) = f(Ts + Hs) - f(Ts)
Ky(s) = SOV (RA(T) K, Ba(T, + H,) d

Lf(s) = f. f()‘) (RA(TS + Hs) L, RA(TS)) dA
My(s) = § FO)(RA(T,) M, Ra(T.)) d
+ f{ FO)(BA(Ts) Ly Ry (Ts + H,) Ky Ry(T5)) dA

et v est le cercle C(0,7) avec R > r > p.

Quand les opérateurs sont auto-adjoint on sait que le calcul fonctionnel peut
étre développé au-dela des fonctions analytiques. Soit T un opérateur auto-adjoint
borné sur un espace de Hilbert. Soit f : IR — IR une fonction Lebesgue
intégrable dont la transformée de Fourier f est aussi Lebesgue intégrable. On
définit alors 'opérateur f(T) par

(T = /R Fp)e™ dp.

On définit Vespace CZF % {f € L'(IR);p*f(p) € L'(IR)}. Alors, pour une

loc
fonction f dans C'lzo"c', Vincent-Smith montre un résultat tres satisfaisant a propos

de l’algebre S.

Théoréeme I1.7- Soit (T3),~, un processus dans S constitué d’opérateurs auto-
adjoints. Soit B
t
T, :/ H,dA, + L,dA, + L dAl + M, ds
0

sa représentation intégrale (les opérateurs Hy et My doivent étre auto-adjoints).

Soit f un élément de CLt. Alors le processus (f(Ty)),>q est un élément de S,

constitué d’opérateurs auto-adjoints et dont la représentation intégrale est donnée
par

T, = /tHf(s) dAs + Ly(s)dAs + L}(s) dAT + M;(s)ds
0
ou
Hf(s) = f(Ts + Hs) - f(Ts)

1
Lits) = [ inf){ [ en0-n LT i) dy
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/ / ip(l—u)TS M, ez’puTS du} dp

/ / / uezp(l u)TsL ezpu(l v)(Ts+Hs )L* ipuvTs du d’l}} d
R

+

11.4 Une transformation remarquable

Les résultats exposés ici, seront détaillés dans un article & venir ([At12]).
Il s’agit des premieres propriétés d’une transformation tres intéressante que l'on
peut appliquer aux processus d’opérateurs. Nous n’en sommes qu’au stade ou
nous constatons les résultats surprenants que cette transformation donne, sans
en comprendre profondement les raisons. Nous laissons beaucoup de probléemes
ouverts, mais le but de cette section est d’expliquer que cette transformation réalise
une bijection entre les espaces S et §’. En particulier, dans un sens, elle a la
propriété de rendre bornés des opérateurs qui ne 1’étaient pas, sans leur “faire
perdre leur ame”. Je pense que cette transformation est amenée a jouer un roéle
important en calcul stochastique quantique.

Soit T = (T}),>, un processus adapté d’opérateurs sur ®. On définit un
nouveau processus adapté d’opérateurs (D¢(T.)),, sur ® par

t
Dy(T)Pf = TiP.f — / T,D, f dy,.
0

(notez que pour définir un opérateur adapté a linstant ¢ il suffit de le définir
sur les vecteurs de la forme P;f). Il faudrait & ce stade décrire précisement, en
fonctions des domaines des T}, sur quels domaines sont définis les D;(T'). En toute
généralité, ce n’est ni tres simple ni trées agréable. Par contre, si on restreint notre
étude aux processus d’opérateurs qui sont décrit par des intégrales stochastiques
quantiques (et c’est ce cas qui nous intéresse), cela devient plus facile. En effet, si
T; admet une représentation de la forme

t t t t
Tt:/ HsdAs-l—/ stAg+/ LSdAS+/ M, ds
0 0 0 0

ol les intégrales sont prises au sens A-L sur leur domaine restreint, on voit que
Dy (T.) P, f est en fait défini en otant a T; P, f le terme commun a toutes les équations

A-M : fg TsDsf dxs. En particulier, grace au Théoréme 1.12, Popérateur Dy(T.)
est au moins défini sur le domaine de Tj.

Pour un processus adapté d’opérateurs (73),-, on défini le processus adapté
d’opérateurs D; *(T.),>, par

t
T =T, +/ T, dA,.
0
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Le domaine de ce processus est défini sans ambiguité.

Proposition IL.8 - Pour tout processus adapté d’opérateurs (Ti),~, on a, pour
tout t h
Dy(D7YT)) = D;*(D.(T)) = Ts.

Il y a quantité de résultats que 'on peut montrer sur ces transformations
de processus qui vont toutes dans le sens de montrer qu’elles ne modifient pas
beaucoup le processus d’origine. Par exemple, un processus d’opérateurs (73),~,
vérifie des conditions du type quasimartingales d’Enchev, ou du type de celles
définissant S si et seulement si le processus (D¢(T)),~, les vérifie aussi.

Mais le résultat le plus frappant que ’on obtient avec ces transformations est
la facon dont elles font le lien entre les deux espaces de semimartingales quantiques
Set S

Théoréme I11.9- L’image de l’espace S' par la transformation D.(-) est exacte-
ment lespace S. En conséquence, la transformation D.(-) réalise une bijection
entre S’ et S.

Cette propriété qu’ont les transformations D.(-) et D7(-) de réaliser une
bijection entre S et S’ est remarquable. Ce n’est pas le fait que les deux ensembles
S et &’ aient le méme cardinal malgré I'inclusion propre & C 8’ qui est vraiment
surprenant, c’est plutot le fait qu’on ait une description explicite et trés simple
d’une bijection.

La premieére conséquence de I'inclusion D.(S8’) C S est que la transformation
D.(-) a la propriété de rendre bornés des opérateurs qui ne I’étaient pas au départ.
Les développements qui peuvent s’en suivre sont nombreux. Par exemple, si on se
donne deux processus S et T dans &', ils ne sont a priori pas composable partout
car ils ne sont pas constitués d’opérateurs bornés. Par contre on peut composer
les deux processus D.(T) et D.(S) dans S puis ramener le résultat dans S’ par
D~!. On définit ainsi un produit T+ S dans S’. On peut se poser la question de la
nature d’un tel produit. Par exemple, on peut montrer que si 7' est somme d’une
intégrale d’annihilation et d’une de conservation seulement, si S est somme d’une
intégrale de création et d’une de conservation, alors

TxS=|[T,S]|

ou [T, S] est le crochet droit quantique sur &’. Ce résultat n’est pas vrai pour S
et T plus généraux (un terme supplémentaire se rajoute au crochet).

ITI. Décomposition chaotique d’opérateurs

I11.1 Les noyaux de Maassen

Les noyaux de Maassen sont un autre type de représentation intégrale des
opérateurs sur ’espace de Fock. Ils ont été définis sous leur forme initiale a deux
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arguments par Maassen [Ma2| et sous leur forme définitive & trois arguments par
Meyer [Me2]. Les noyaux de Maassen sont au calcul stochastique quantique ce
que les décompositions en chaos sont au calcul stochastique classique. C’est-a-
dire qu'un noyau de Maassen est formellement un opérateur T sur ® qui ad-
met une représentation comme série d’intégrales stochastiques quantiques itérées
d’opérateurs scalaires. En utilisant des notations analogues a celles de I'espace de
Guichardet on peut écrire

T = / T (o, B, )1 dAY, dAg dA.,
’PS

ott pour X = A", A ou A et pour 7 = {tq,...,t,} la notation dX, signifie
dXy, ...dX;, et ol T est une application de P2 dans C.

Cette écriture n’a pas de sens rigoureux, en particulier cette forme ne res-
pecte pas I'adaptation des processus & intégrer et la convergence de la série doit
étre étudiée. Mais cela n’empeche pas de voir comment agit formellement un tel
opérateur sur un vecteur de I’espace de Fock. Il suffit de déterminer formellement
action d’un opérateur de la forme dAl dAg dA. sur un élément f de I’espace de
Fock de la forme dyt, ...dx:, . On obtient (cf [Mel]) que I'image T'f d’un vecteur
f € ® par T a la décomposition chaotique suivante

T1](0) = / S P Bt B+ ) dp (ITL1)

P atB+v=c

ou le signe + signifie I'union disjointe.

Bien que tout ce qui a été dit précedement ne soit pas rigoureux, 1’expression
ci-dessus peut avoir un sens pour de “bons” vecteurs f et de “bons” noyaux
T(-,-, ). Clest la la définition rigoureuse de Maassen et Meyer. Un opérateur
T de @ dans lui-méme est dit avoir un noyau de Maassen s’il existe une fonction T
sur P3 (en fait T' n’a besoin d’étre défini que sur les triplets deux & deux disjoints
a, 3,7 dans P3) telle que pour un ensemble dense de vecteurs f dans ® on ait que
I'identité (III.1) soit bien définie et soit vérifiée.

Dans son article, Maassen développe la théorie de ces noyaux. Elle est
tres satisfaisante car sous certaines conditions ces noyaux forment une x-algebre
d’opérateurs (qui ne sont pas forcement bornés). Les formules de composition
et de passage a I’adjoint sont simples. Faire des calculs avec de tels opérateurs
est particulierement simple et explicite. Mais cette théorie a un gros défaut :
on ne connait aucun critere général pour décider si un opérateur donné 7' sur ¢
possede une telle représentation ou non. On connait seulement une liste d’exemples
(opérateurs de multiplication par une variable aléatoire usuelle, des solutions
d’équations différentielles stochastiques quantiques,...). Ce manque de critére
fait que la théorie des intégrales stochastiques quantiques et celle des noyaux de
Maassen sont déconnectées, alors qu’elles ne devraient pas 1'étre.

Ce que nous présentons ici est une idée dont on peut espérer qu’elle donnera
des criteéres satisfaisants pour qu’un opérateur admette un noyau de Maassen.
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Pour le moment cette idée fonctionne parfaitement sur la classe des opérateurs
de Hilbert-Schmidt dans ®, mais il y a de bonnes raisons d’espérer que le point
de vue A-L sur les intégrales stochastiques quantiques permettra d’atteindre de
bien meilleurs résultats. Nous présentons maintenant cette idée et son inspiration
probabiliste. Nous verrons ensuite comment elle fonctionne sur les opérateurs de
Hilbert-Schmidt.

Considérons par exemple 'espace de Wiener (€2, F, P) et son mouvement
brownien canonique (Wt)tZO‘ On sait que toute fonctionnelle de (W,g)t20 qui est de
carré intégrable admet une décomposition en chaos. C’est-a-dire que toute variable
aléatoire f dans L?(Q) peut étre représentée comme une série d’intégrales itérées
par rapport a (W), de fonctions déterministes. C’est-a-dire une représentation
de la forme B

oo

r=mn+y [ ) AW

n=1

On peut obtenir la décomposition en chaos d’'une variable aléatoire f en itérant sa
représentation prévisible. En effet, toute variable aléatoire f de L2(Q2) peut étre
représentée sous la forme

f = E[f] +/O°° w, dW.,,

ot ¥ est une processus prévisible dans L?(£2, F, P). Donc, pour presque tout s,
U, est un élément de L?($2, F, P). On peut appliquer & nouveau la propriété de
représentation prévisible :

U, = E[T,] + / v AW,
0

pour un processus prévisible (\I/’Su)u <, En insérant cette identité dans la repré-
sentation de f, on obtient B

f = E[f] +/OOO E[V,] dW, +/Ooo /0 W, AWy dW.

En répétant a nouveau cette procédure on a

f=1E[f]+/0oo E[V,] dVVer/OOo /0 E[Y, ] dW, dW,

+ / / / v AW, dW, dW.
0 0 0

On peut itérer cette opération indéfiniment. On obtient alors deux termes dans
la représentation de f : une somme d’intégrales stochastiques itérées de fonctions
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déterministes et une intégrale stochastique itérée d'un processus prévisible. Le
premier terme constitue le début de la décomposition chaotique de la variable
aléatoire f, le second terme va tendre vers 0 au fur et & mesure que ’on itere la
procédure. On obtient ainsi la décomposition chaotique de f.

Nous voulons appliquer la méme méthode dans le cadre des opérateurs sur
Iespace de Fock. Afin de simplifier nos expressions nous allons changer certaines
notations, mais uniquement dans le cadre de cette section. Le processus de con-
servation (A),s, est noté (Af),s,, le processus d’annihilation (A;),-, est noté
(A; );>0, le processus de création conserve la méme notation.

Supposons qu’il existe une famille Z d’opérateurs T sur ® qui admettent une
représentation intégrale

T=XM+ ), /HEdAe

66{071-7

sur un domaine D et qui soit telle que les coefficients H{ de cette représentation ap-
partiennent encore a la famille Z. On peut alors représenter chacun des opérateurs
H: -

HE = \oT + / HEE dAS.
e'efo,t,~}

En revenant a la représentation de 7' on obtient

T=XM+ Y / ATdAS+ ) / / HEE dAS dAS.

66{071-7 €,€ E{O T:

On peut itérer cette procédure indéfiniment. On voit, a 'étape n que la re-
présentation de T se décompose en deux parties : la premiere est une somine
d’intégrales itérées d’opérateurs scalaires par rapport aux trois bruits quantiques,
la seconde partie est une somme d’intégrales itérées d’ordre n d’un processus
d’opérateurs. Par analogie avec la situation probabiliste on peut espérer voir ce
dernier terme converger vers 0 quand n tend vers +oo. Ce qui resterait alors
serait la décomposition chaotique quantique de l'opérateur 7. Il serait alors
facile d’en tirer le noyau de Maassen de l'opérateur, il s’agit juste d’une ques-
tion de réordonnement et d’un peu d’analyse pour vérifier la convergence de la
série ([AH1)).

I11.2 Le cas des opérateurs de Hilbert-Schmidt

L’idée développée ci-dessus s’applique parfaitement au cas des opérateurs de
Hilbert-Schmidt sur ’espace de Fock. Le fait que les opérateurs de Hilbert-Schmidt
dispose d’un noyau de Maassen n’est pas un résultat nouveau, cela a déja été
prouvé dans [HLP]. En effet, un opérateur de Hilbert-Schmidt H sur 1’espace de
Fock est en particulier un opérateur de Hilbert-Schmidt sur I’espace de Guichardet
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L?(P). A ce titre, comme tout opérateur de Hilbert-Schmidt, il admet un noyau
L?:

Hf)(0) = /P (o, 1) f (1) dp

I1 suffit de quelques transformations combinatoires simples (cf [At8]) pour le mettre
sous la forme

@)= [ 3D B (et ) di

a+ﬁ+7 o

Par contre, ce que 'on montre dans [At8] c’est que la procédure d’itération de la
représentation intégrale fonctionne bien dans ce cas (i.e. elle est possible et elle
converge) et elle permet ainsi de retrouver le noyau de Maassen de 'opérateur.
Au passage, on y gagne une description plus explicite du noyau en fonction de
I'opérateur. Nous allons maintenant résumer ces résultats.

Une martingale (Hy),., d’opérateurs de ® dans ® est une HS-martingale
si, pour tout t € IRT, Popérateur H,, restreint & @1, est un opérateur Hilbert-
Schmidt. On note || - ||, la norme Hilbert-Schmidt des opérateurs.
Proposition III.1 - Soit t € [0,+0o0] fizé, soit Hy un opérateur Hilbert-Schmidt
de @y dans ®;. Alors Hy admet une représentation en intégrales stochastiques
quantiques, au sens étendu A-M sur tout l’espace ®, de la forme

t t t
Ht:PO[Htl]I—/ H dA§+/ H dA;+/ HIdAT,
0 0 0

ot (H;’)Sq est la martingale associée a Hy et ou, pour e = —, 1, pour presque tout
s <t lopérateur H est Hilbert-Schmidt de ;) dans Oy et satisfait

t
2 2
/0 HE|2 ds < || Hy| 2.

Par conséquent les HS-martingales sont des éléments de I’algebre S des semi-
martingales régulieres.

On voit par cette proposition que la famille Z des opérateurs Hilbert-Schmidt
sur ® est une famille qui satisfait les propriétés énoncées dans la sous-section
précédente. On peut donc appliquer notre procédure d’itération.

Soit E,, = {f,0,—}". Pour un élément E = (e1,...,&,) de E, on note no(FE)
le nombre d’elements €; qui sont égaux a “o”. Dans la suite on utilise des familles

d’opérateurs H;" ', indexées par E, x P,. On utilise la notation :
def tn b2
E E ae n- n
Z HY dA: Z / / / Hmoft dASH .. dAS.
EEE 15---5€ nE{T
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Par itération de la proposition précédente on obtient facilement le résultat suivant.

Proposition I111.2 - Soit H un opérateur Hilbert-Schmidt de ® dans ®. Pour tout
N € IN*, H admet sur tout l’espace ® une représentation intégrale de la forme

H= Z 3 ( "B R HENTAAS + / 1) gE AL,

n=0 Ec€FE, Ee€En

De plus, pour tout p = (t1 < ... < tny) € Pn, tout E € En, Uopérateur HE est
Hilbert-Schmidt de @, dans @4 7. On a l’estimation

E|2 N 2
AL AP A
N )

pour tout E € En, tout 0 < T < 0.

Dans cette représentation on distingue immédiatement le début de la dé-
composition chaotique quantique de H (le premier terme) du reste (le second
terme). Soit £ I'espace cohérent £(M) olt M est I’espace des fonctions localement
bornées, a support compact.

Proposition I11.3 - Soit H un opérateur Hilbert-Schmidt de ® dans ®. Soit

N € IN*, soit
Z / "O(E)HE dAE
EcEN

le reste dans la représentation intégrale itérée N fois de H (Proposition II1.2).
Alors, pour tout f,g € £ la quantité <g, Rnxf > converge vers 0 quand N tend
vers +00.

Donc, au sens de cette convergence faible on a

H = Z Z/ E[HI1IdAY.

n=0FEckE,

IT1.3 Convergence de séries d’intégrales quantiques itérées

Le point de vue adopté ci-dessus sur les noyaux de Maassen montre que I’on
a plutot intérét a considérer les séries d’intégrales stochastiques quantiques itérées

= AI"‘Z / he(t1,...,tn) [ dAF) ... dAS"
n=1egcEn 0<t1<...<tp,
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ou E = {—,0,7} et ou les h® sont des fonctions sur {0 < t; < ... <{t,}.

Dans [AH1| nous étudions ces séries dans le cadre des espaces de Fock de
multiplicité quelconque finie. Nous donnons des conditions sur les fonctions h®
pour que les intégrales itérées aient un sens, pour que la série converge et définisse
un opérateur raisonable. Nous donnons ensuite des formules permettant de passer
d’une représentation en séries de ce type a une représentation en noyau de Maassen
et vice-versa.

Considérons des équations différentielles stochastiques quantiques du type
usuel
dUy = LU, dt + H°U, dA? + H'U, dA} + H™U, dA;

sur I'espace de Fock H@T(L2(IRT)), olt H est un espace initial et ot les opérateurs
L,H°,H' et H™ agissent uniquement sur H (ce genre d’équation est la version
bruitée de 1’équation de Schrédinger dUy = LU, dt sur H).

Si on se donne une condition initiale Uy = I et que ’on applique une méthode
de résolution a la Picard, on voit bien que la solution est donnée, au moins formelle-
ment, sous la forme d’une séries d’intégrales stochastiques quantiques itérées. On
voit bien alors 'intérét d’un critere de convergence du type de celui obtenu dans
[AH1]. Dans [AH2], nous étudions en détail, avec ce point de vue des séries
d’intégrales itérées, les solutions de certaines équations différentielles stochastiques
quantiques provenant de problémes physiques.
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Deuxieme partie :

TEMPS D’ARRETS QUANTIQUES

IV. Quasimartingales hilbertiennes et temps d’arréts quantiques

IV.1 Quasimartingales hilbertiennes d’Enchev

Dans [Enc], O. Enchev étend au contexte hilbertien la notion usuelle de quasi-
martingales. On peut trouver un résumé agréable de son article dans [Me3]. Rap-
pelons le résultat principal.

On appelle espace de Hilbert filtré un couple (H, (P;),>,) formé d’un espace
de Hilbert H et d’une famille croissante, continue & droite (P;),, de projecteurs
orthogonaux sur H. B

Dans ce contexte on note H; 'image de P, et H;_ = Ny« H,;. Un processus
de vecteurs (z4),~, C H est adapté si x; € H; pour tout t € IR™. On dit que c’est
une martingale si de plus Py;z; = x4 pour tous s < t. On dit que (@t) >0 st a
variation finie si on a supr X;||2¢,,, — 4, || < 0o ot R = {t;,7 = 1, ...,n} parcourt
toutes les partitions de l'intervalle [0, T'].

On appelle quasimartingale hilbertienne tout processus adapté (z:),~, dans H
qui s'écrit £, = my + a¢ ot (my),~, est une martingale et (at),-, est un processus
a variation finie adapté & (Hi—),~- B

Le théoréme d’Enchev est le suivant.

Théoréme IV.1- Soit (H,(P;),~,) un espace de Hilbert filtré. Soit (xt),~q un
processus adapté de vecteurs. Si on a supp X;||Py, @y, — T4, || < 400, 0 R =
{ti;i = 1,...,n} parcourt toutes les partitions de Uintervalle [0,T], alors (z4),~,
est une quasimartingale hilbertienne. a
Si (24);>( est un processus adapté qui satisfait || Py zy — x,|| < f: g(u) du pour
s <t et une fonction localement intégrable g, alors (x;),~, est une quasimartingale

hilbertienne dont la partie a variation finie est de la forme a; = fg hy du avec

[lhull < g(u).

En appliquant ce théoreme au contexte de ’espace de Fock, filtré par les
projections P; de la section 1.2 on obtient facilement le résultat suivant ([A-S]).

Corollaire IV.2- Soit (2¢),~, un processus de vecteurs dans ® tel que x; € Py
pour tout t € IR™ et tel que xo = 0. Les assertions suivantes sont équivalentes.

i) Il existe une fonction localement intégrable g sur IR™ telle que pour tous
s <t on ait ||Pyxy — 3,|| < f:g(u) du.
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ii) Le processus de vecteurs (x:),~, admet une représentation unique sous la

forme
t t
xt=/ gsdxs+/ hy ds
0 0

ot (&) ;>0 €t (hi),>o sont des processus adaptés de vecteurs tels que fot €| ds <

oo et fg |hs||ds < oo pour tout t.

Grace aux équations A-M définissant l'action des intégrales stochastiques
quantiques sur les vecteurs de ’espace de Fock on obtient facilement le résultat
suivant.

Corollaire IV.3 - Soit (T}),~, un processus adapté d’opérateurs sur ® qui admet
une représentation intégrale

t t t t
Tt:/ HsdAs-i—/ stAer/ LsdAs—i-/ M, ds
0 0 0 0

sur un domaine D. Pour tout f € D on pose f; = P.f, t € IRT. Alors le processus
de vecteurs (Ty ft),~ est une quasimartingale d’Enchev sur ®.

La généralisation hilbertienne des quasimartingales d’Enchev est intéressante
en elle-méme, mais elle s’avere étre tres utile dans le cadre de I’étude des temps
d’arréts quantiques ; en particulier pour définir 'arrét des processus de vecteurs
et d’opérateurs.

IV.2 Temps d’arréts quantiques

La notion classique de temps d’arréts sur un espace probabilisé filtré admet
une extension naturelle dans le cadre des probabilités quantiques. Sur l’espace
de Fock cette notion & été définie par Hudson ([Hud]) puis étudiée en détails par
Parthasarathy et Sinha ([P-S]).

Un temps d’arrét classique 7 sur un espace probabilisé filtré (Q, F, (F3),~q, P)

est une variable aléatoire & valeurs dans IR U {+o0} telle que 'événement (7 < t)
soit dans F;. L’analogue en probabilités quantiques, sur I’espace de Fock, est donc
un opérateur auto-adjoint 7 dont le spectre est inclus dans IRT U {+oco} (i.e. une
mesure spectrale 7 & support dans IRT U {+0oc} et a valeurs dans les projecteurs
orthogonaux de ®) telle que, pour tout ¢, le projecteur 7([0,t]) soit un opérateur
t-adapté. On parlera tout simplement de temps d’arrét sans préciser quantiques.

Dans la suite nous adoptons des notations plus probabilistes : pour tout
borelien A C IR U {400}, 'opérateur 7(A) est noté l,c4 ; de méme 7({t}) est
noté 1., I'opérateur 7([0,¢]) est noté L, <, etc...

Un temps d’arrét 7 est fini si I,— 1 = 0. Un point ¢ in IR est un point de
continuité pour 7 si 1,—; = 0. Il faut noter que le point 0 n’est pas de continuité
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pour 7 que si 7 = 0. On vérifie aussi qu’il y a au plus une quantité dénombrable
de points qui ne sont pas de continuité pour 7.

Si 7 et 7/ sont deux temps d’arrét sur ®, on dit que 7 < 7’ si pour tout t € IR™
on a I.<; > 1,1<; (au sens usuel de comparaison de deux projections).

Un temps d’arrét 7 est discret s’il existe un ensemble fini £ = {0 < t; < t3 <
cos <ty < 400} tel que Lrep = 1.

Une suite de temps d’arréts (7,,), converge vers un temps d’arrét 7 si, pour
tout point de continuité ¢ de 7, les opérateurs 1, <; convergent fortement vers

<.

Proposition IV.4 - Soit 7 un temps d’arrét quelconque. Il existe alors une suite
(Tn)n de temps d’arréts discrets tels que 7y > 79 > -+ > T et (Tp),, converge vers
T.

IV.3 Arrét de processus de vecteurs et d’opérateurs

Le probleme principal avec les temps d’arrét quantiques est d’identifier la
classe des processus de vecteurs et d’opérateurs qui peuvent étre arrétés. C’est-a-
dire, pour un temps d’arrét 7, quels sont les processus de vecteurs (),~, (resp.
d’opérateurs (X;),~,) sur lesquels on peut raisonablement définir la valeur z,
(resp. X,) du processus & I'instant 7 ?

Quand 7 est un temps d’arrét discret il y a une définition naturelle pour z,,
obtenue en copiant la définition classique :

Tr = § ]lTZti'/L't,‘
7

ou les t; constituent le support de la mesure spectrale discrete 7. Pour un temps
d’arrét général 7, on veut utiliser la Proposition IV.4 est approcher 7 par une suite
de temps d’arrét discrets. Ce probléme a été étudié dans [P-S] et ils obtiennent la
convergence pour des processus de vecteurs de la forme z; = m; ® y¢, olt (My),~,
est une martingale compléte dans ® (i.e., my = Pym pour un m € @) et olt (Y¢),>,
est un processus dans le futur (i.e., y; € @, pour tout t). a

Dans [A-S] nous étendons ce résultat au cas ol (2¢),5, est de la forme z; =
2t @ yt, ol (2¢),5 est une quasimartingale d’ Enchev sur ®.

L’extension en elle-méme est assez délicate, mais avant de voir I'intérét qu’il
y a a avoir obtenue une telle extension, il est intéressant de voir pourquoi les
quasimartingales d’Enchev sont particulierement adaptées a l'arrét. Soit z; =
f(f Esdxs + f(f hsds, t € RT, une quasimartingale d’Enchev.

Soit 7 un temps d’arrét fini. Le processus (z:),~, est dit 7-integrable s’il
satisfait -

[ el ds [ sl ds < oo
0 0

Dans [A-S] nous montrons, en passant a la limite sur des temps d’arréts discrets
qui approchent 7, que si (2¢),s, est T-intégrable alors

2= / oy &y dgs + / oy hy ds.
0 0
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Ce qui est une formule somme toute assez naturelle par rapport a ce que 'on
obtient en probabilités classiques.

La partie difficile est alors l'arrét des processus de la forme z; ® y;, nous
renvoyons a [A-S] pour les détails mais I'idée formelle est la suivante. Nous avons
dit que Parthasarathy et Sinha ont montré dans [PS2] que les intégrales de la forme
J 1;cas[Psm] @ ys convergent toujours. C’est donc le cas de [ L,¢cas[Pszr] ® ys
qui est égal & [T eqs[Ps [Lregu 2u] ® ys. Comme il est s-adapté (ou presque)
I'opérateur 1,c4s commute avec Ps, donc I'intégrale précédente vaut

/[PS]ITEds / ]lTEdu zu] ® Ys-

Comme 1, ¢gs1eqy est égal & Ny—s 1, cqs on obtient [Pyl eqs2s] @ ys ¢'est-a-dire,

/ ]lTEdS Zs 029 Ys-

D’ou le résultat.

Ce qui est intéressant dans cette extension c’est son application a ’arrét des
processus d’opérateurs. En effet, si on se donne un processus d’opérateurs (X¢),~,
et un temps d’arrét 7 on peut se demander comment définir X,. Quand 7 est un
temps d’arrét discret on a déja le choix entre trois définitions :

I'arrét & gauche : 70 X =3 " 1,—4, Xy,

larrét & droite : X o7 =), Xy, 1=,

I'arrét bilatere : 7o XoT =3 T —y, Xy, N—y,.

Comme précédement on veut ensuite passr a la limite sur une suite de temps
d’arréts discret qui convergent vers un 7. L’extension présentée ci-dessus donne

une réponse satisfaisante au probleme de 'arrét a gauche et a celui de I'arrét a
droite.

Théoréme IV.5- Soit (X);>0 un processus adapté d’opérateurs sur ® tel que

pour tout u € M le processus (Xt e(uy)),s, est une quasimartingale d’Enchev sur

®. Soit T un temps d’arrét fini tel que, pour tout uw € M, le processus (X, 8(ut]))t>0

soit T-integrable. Alors l’arrét a gauche 7 o X converge fortement sur E(M).

Tout vient du simple fait que si X; est t-adapté alors Xy e(u) = (Xye(uy)) ®
e(uy) et donc le processus de vecteurs (X;e(u)),s, est du type de ceux que 'on
sait arreter grace a l'extension de [A-S]. B

Mais le plus intéressant dans le théoréeme précédent c’est que la classe des
processus d’opérateurs qui en vérifient les conditions est tres large puisqu’elle con-
tient tout les processus adaptés d’opérateurs qui admettent une représentation
en intégrales stochastiques quantiques (Corollaire IV.3). On obtient le résultat
suivant.
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Corollaire IV.6— Soit

t t t t
th/ HsdAs—i-/ stA;Jr/ LSdAS+/ M, ds
0 0 0 0

un processus adapté d’opérateurs qui admet une représentation en intégrales sto-
chastiques quantiques sur un espace cohérent E(M). Soit T un temps d’arrét fini
sur ® tel que

/ 1,-,H,dA, + / 15K, dAT + / 1,5,LsdA, + / 1,-,M,ds (IV.1)
0 0 0 0

soit bien défini sur E(M). Alors Uarrét ¢ gauche T o X converge fortement sur
E(M) et T o Xest donné par (IV.1).

De plus, si le processus adjoint (X}'),~, admet aussi une représentation inté-
grale, on a le méme résultat pour Uarrét a droite X o 7.

V. Processus de Markov forts quantiques

Nous résumons ici larticle [AP2] (on peut aussi consulter [AP1] qui en est un
résumé). Cette partie est la seule qui ne se situe pas exclusivement dans le cadre
de I'espace de Fock.

V.1 La construction de Bhat-Parthasarathy

Le point de départ de cet article est le travail de Bhat-Parthasarathy ([B-P]).
Leur objectif était de définir, dans un cadre C*-algébrique général, une extension
quantique de la notion de processus de Markov.

Soit A une C*-algebre unitale d’opérateurs bornés sur un espace de Hilbert
Hy. Soit (T3),~, un semigroupe d’applications complétement positives, contrac-
tives et unitales de A dans elle-méme. Rappelons que complétement positif signifie

D XIT(YY5)X; >0
]
pour tout X; € B(Hy), ;€ A, i=1,....n.

Le résultat principal de [B-P] est une généralisation du théoréme de construc-
tion de Kolmogorov.

Théoreme V.1- [l existe un espace de Hilbert H, une famille croissante de
projections (Fy),~q sur H, une famille de *-homomorphismes j; : A — B(H),t > 0
et un isomorphisme unitaire V. de Hy sur limage de Fy tels que :

i) j¢(I) = Fy, pour toutt > 0;
i) Fsje(X)Fs = js(Ty—s(X)) pour tout s <t, X € A
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iii) jo(X)V =V X pour tout X € A;

(iv) Uensemble {j¢, (X1)...j¢, (Xn)Vusty > t2 > --- > t, > 0,X; € Aji €
{1,...,n},n>1,u € Hy} est total dans H;

Un tel théoreme d’existence peut étre considéré comme I’extension non com-
mutative du théoreme de Kolmogorov de construction d’'un processus de Markov
a partir d’un semigroupe positif de contractions et d’une mesure initiale. Il donne
la construction d’un processus de Markov quantique (jt),, dont le semigroupe
est (T});>- On retrouve la notion classique de la facon suivante.

Soit (2, F, (Ft)¢>: P) lespace filtré canonique d’un processus de Markov
(#4) ;>0 & valeurs dans (E,E), tel que donné par le théoreme d’existence de Kol-
mogorov (si on s’est donné une distribution initiale). Soit H l’espace de Hilbert
L%(Q, F, P). Soit A I'*-algebre des fonctions mesurables bornées sur (F, ). Alors
le processus (X;),~, détermine une famille de *-homomorphismes j; : A — B(H)
par

e (N)R(2) = f(x(2)) ETh(z)/ F].

Ici z est toute la trajectoire et x(t) est sa valeur a linstant ¢. Soit H; I'espace
L%(Q, Fi, P) et F; la projection orthogonale de H sur H;. La propriété de Markov

s’écrit "
Je(1l = F
{Fs Jers(N)Fs = js(Tef). (V1)

Ainsi, le quadruplet {H, (F}),~q, (jt);>oV } satisfaisant les conditions i), ii) et iii)
du Théoréme V.1 peut étre interprété comme un processus de Markov quantique,
de semigroupe (T}),~,- La propriété iii) joue le role de propriété (faible) de Markov.

V.2 Processus de Markov forts quantiques

Dans [AP2], nous construisons la notion de processus de Markov quantiques
qui ont la propriété forte de Markov.

Il nous faut définir une notion de temps d’arréts dans ce contexte. Un temps
d’arrét 7 sur H est une mesure spectrale sur IR U{+occ} & valeurs dans ensemble
des projecteurs orthogonaux de H et telle que

Lr<t ju(X) = ju(X)L,<¢ pour toutu >1t, X € A. (V.2)

La relation de commutation (V.2) remplace la condition d’adaptation des temps
d’arréts usuels. Dans le cas classique cette condition signifie exactement que
I'événement (7 < t) est mesurable pour la tribu F; engendrée par le processus
de Markov jusqu’a l'instant {. Dans le contexte général, cette condition de com-
mutation indique que 1, <; n’interfere pas avec les trajectoires futures du processus
de Markov.

Pour pouvoir parler de processus de Markov fort dans ce contexte il faut
étre capable de définir j, pour un temps d’arréet 7. Comme dans la sous-section
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précédente, le probléeme consiste a savoir passer a la limite sur des expressions du
type
Z ]lTe[ti7ti+1[ jti+1 (X)¢
i

On dit que (jit);> est un processus de Markov fort si la limite j.(X )1 des expres-
sions ci-dessus existe et est indépendante de la suite de subdivisions choisie. Nous
donnerons plus loin des conditions suffisantes pour que cette propriété ait lieu.

Dans [AP2], nous montrons tout d’abord que “larrété” F, de la “filtration”
(Ft);>o peut étre défini dans tous les cas. Le résultat qui suit justifie alors la
dénomination de processus de Markov fort.

Théoréme V.2 (Propriété forte de Markov) — Soit (j;),~, un processus de Markov
fort. Soit T un temps d’arrét. L’application v — j.(X)v définit une application
linéaire bornée qui s’étend en un opérateur borné j.(X) sur H dont la norme est
magorée par | X||. L’application X — j.(X) s’étend en un *-homomorphisme
(contractif) sur A.

Pour tout temps d’arrét T, tout X € A, toutt € IR, on a

FTjT+t(X)FT = jT(Tt(X))'

Nous souhaitons maintenant avoir des conditions raisonables pour qu’un pro-
cessus de Markov quantique (j¢),~ soit fort.

On remarque que pour tout ¢ € H, tout X € A, le processus de vecteur
(4e(X))),>( est adapté a la filtration (Fy),~,- On pense donc tout naturellement
a nouveau aux quasimartingales d’Enchev. Si le processus adapté (j:(X)9),sq est
une quasimartingale d’Enchev, on saura ’arréter. On dit donc qu’'un processus de
markov quantique (ji),~, satisfait la condition d’Enchev s’il existe un sous-espace

dense Ay de A et un sous-espace dense H de H tels que pour tout 9 € H , tout
X € Ay, tout T > 0 il existe une fonction localement intégrable g telle que, pour
tout s <t < T on ait

[Fuje(X ) — 5o (X)9]| < / o(u) du.

Théoreme V.3— Un processus de markov quantique qui satisfait la condition
d’Enchev est un processus de Markov fort (quantique).

Nous allons donner une condition suffisante portant sur le générateur £ du
semigroupe (7}),, Mmais auparavant il faut faire une remarque qui montre I'utilité
du critere ci-dessus. Dans [E-H] ont été considérés ce que 1'on appelle les flots
d’Evans-Hudson ; c’est-a-dire les solutions de certaines équations différentielles
stochastiques quantiques sur ’espace de Fock ®. On sait que les solutions de ces
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équations sont des processus de Markov quantiques. Mais comme les flots d’Evans-
Hudson sont constitués uniquement d’intégrales stochastiques quantiques dans @,
on a par le Théoreme V.3 et le Corollaire IV.3 que tout flot d’Evans-Hudson qui est
minimal (i.e. qu’il engendre 1’espace de Fock comme la condition iv) du Théoreme
V.1) est un processus de Markov fort quantique.

Un processus de Markov quantique (ji),s, de semigroupe (73),s, et de gé-
nérateur £ est dit satisfaire la condition S s’il existe un sous-espace dense Ay C
Dom L tel que :

i) Ay soit une algebre,

ii) A soit stable par (T%),,

iii) pour tous X,Y,Z € Ay lapplication ¢ — L(XTi(Y)Z) est localement
bornée en norme.

Par exemple, si le générateur £ est borné alors (j;),~, satisfait la condition

S.

Théoreme V.4-57 un processus de Markov quantique satisfait la condition S
alors il satisfait la condition d’Enchev et c’est par conséquent une processus de
markov fort quantique.

Dans [AP2], de nombreux développements sont donnés & partir de ces résul-
tats. En particulier on montre qu’un processus de markov qui satisfait la condition
d’Enchev vérifie aussi une formule de localisation du type de la formule classique
de Dynkin :

Fojr (X)Fotp = jo(X)9 + Fo / 5 0js (£(X)) dsFop.
0

A partir de la nous développons une solution au probléme de Dirichlet non com-
mutatif sur A pour le générateur £ par la méthode usuelle : arréter le processus
de markov (j;),>, & son “premier temps de sortie” du domaine en question. Nous
ne développons pas cette partie ici car il s’avére qu’elle recouvre, dans un contexte
différent, en grande partie les travaux de J.-L. Sauvageot : [Sal], [Sa2] et [Sa3].

VI. L’espace de Fock est quasi-continu a gauche
Cette section résume les résultats de la prépublication [At10]. Il s’agit d’une
étude plus approfondie des temps d’arréts sur ’espace de Fock.

Pour un temps d’arrét (quantique) 7 sur ® nous montrons qu’il est toujours
possible de définir la valeur P, des projections (P;),-, & I'instant ¢, c’est-a-dire

que les séries
E : HTE]ti,ti+1]Pti
i

convergent vers un projecteur orthogonal P;.
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On note @,y I'image de P, dans ® ; cet espace joue le role “d’espace de
Fock avant l'instant 77. Ce qui est assez agréable c’est que I'espace ®,7 admet
une caractérisation équivalente qui est plus proche de la définition probabiliste
classique.

Proposition VI.1- Pour tout temps d’arrét T on a

O, ={f € ®; N,<¢ f € Py pour tout t} = {f € ®; L. «; f € Py pour tout t}.

En poursuivant l'analogie avec la théorie classique on définit ’espace @, _
comme étant la fermeture dans ® de l'espace vectoriel engendré par {1.s:f; f €
(I)t]vt E R+}

Nous définissons aussi la notion de deux temps d’arréts 7 et 7/ tels que 7 < 7/
(définir 7 < 7' ne pose pas de difficultés, la notion d’inégalité stricte dans ce
contexte est plus délicate), cela nous conduit naturellement & la définition des
temps d’arréts prévisibles quantique sur l’espace de Fock ; c’est-a-dire les temps
d’arréts 7 tels qu'’il existe une suite 71 < ™2 < ... < 7, < ... < T qui converge vers
T.

Le résultat principal est alors le suivant.

Théoreme VI1.1- L’espace de Fock est quasi-continu a gauche ; c’est-a-dire que
pour tout temps d’arrét prévisible (quantique) T on a &, = o, _.

Le titre de D’article en question est justifié par le théoréme ci-dessus. En effet,
si on considére une interprétation probabiliste de l'espace de Fock (cf Troisiéme
partie) provenant d’une martingale normale (), , qui possede la propriété de
représentation prévisible, il est facile de voir que cette martingale x est force-
ment quasi-continue & gauche (au sens probabiliste usuel). Le théoréme précédent
prouve que cette propriété est en fait intrinseque a ’espace de Fock et n’a rien a
voir avec les probabilités.
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Troisieme partie :
CALCUL STOCHASTIQUE CLASSIQUE

VII. Extension et unification du calcul stochastique classique

VII.1 Interprétations probabilistes de I’espace de Fock

On cosidére une martingale (classique) (z¢),~, sur son espace probabilisé

canonique (2, F, (Ft);>q, P). Cette martingale est dite normale si le processus
(27 — t),5, est encore une martingale ; soit encore, si le crochet oblique ({z, z),) >0
vérifie (z,x), =t pour tout ¢.

Une martingale normale (), , possede la propriété de représentation prévi-
sible si toute variable aléatoire f dans L2(Q) admet une représentation sous la

forme de son espérance plus une intégrale stochastique par rapport a (¢),~ :

szm+A ¢, da,.

Pour une martingale normale (), il est possible de définir des intégrales
stochastiques itérées ([Med4]) de la forme

/ fn(tly---;tn) d.??tl dﬂ?tn
0<t1<...<tp <00

pour des fonctions (déterministes) f,, de carré intégrable sur le simplexe croissant

Y def {(t1,...,tn) € R™;0 < t; < ... < tp}. On définit 'espace chaotique de

(2t) >0, nOté CS(z), comme étant 'espace des variables aléatoires f de L?(£2) qui
s’écrivent sous la forme d’une série de telles intégrales itérées :

o0

f = E[f] +Z/o<t1<...<tn<oo fu(te, .. tn)dzy, ... dxy, . (VIL1)

n=1

La décomposition de f sous la forme d’une telle série est appelée le développement
chaotique de f. On rappelle que deux intégrales itérées qui ne sont pas du méme
ordre d’itération sont orthogonales dans L%(f2) ; par conséquent la norme de f est
égale a

\WF=WMW+§;/ Fnltas oo o) 2 dby - db.
n=1 0

<t1<...<tp <00

Quand CS(z) est tout L*(Q2) on dit que (z4),5, posséde la propriété de représen-
tation chaotique. B
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Soit (4),>, une martingale normale qui possede la propriété de représentation
prévisible. La différence [z, z], — (z, z), entre le crochet droit de z est son crochet
oblique est toujours une martingale. Donc, par la propriété de représentation

prévisible (si z; admet un moment d’ordre 4), il existe un processus prévisible
(U4),>0 de L(£2) tel que

t
[z, z], — (z,z), = / U, dz,.
0

En d’autres mots
dlz,z], = dt + ¥, dz;.

Cette équation s’appelle équation de structure de (x¢),~ (cf [Eme]). Ces équations
sont trés utiles pour identifier de nombreuses propriétés du processus (zt),s-
Suivant la forme de (U;),-, on retrouve plusieurs contextes bien connus (cf [Eme]) :

si Uy = 0 pour tout ¢ alors (z¢),5, est le mouvement brownien,
si Uy = —1 pour tout ¢ alors (x¢),, est le processus de Poisson compensé,
si Uy = By alors (x¢),~, est la martingale d’Azéma de coefficient 3.

Les deux premiers cas ainsi que le troisiétme pour § € [—2,0] posseédent la
propriété de représentation chaotique ([Eme]).

Quelque soit le cas que nous considérons, il existe une relation tres forte entre
les martingales normales qui possede la propriété de représentation prévisible et
Iespace de Fock. En effet, une fonction f, de carré intégrable sur le simplexe
croissant Y, peut étre vue comme une fonction symétrique de carré intégrable
sur (IRT)", c’est-a-dire un élément de L2(IR1)©™. Donc l'espace chaotique C'S(x)
de z est isomorphe & ®,L2(IRT)®" c’est-a-dire, & l'espace de Fock symétrique
® =T'(L2(IR")). L’isomorphisme J : CS(x) — ® = L?(P) est donné par

[Tfl(0) = faltrs---sta)  ([T£](0) = E[f])

ono={t1 <...<ty,} € Petoufason développement chaotique donné par
(VIL.1). Notez que cet isomorphisme J dépend de la martingale (¢),~-

C’est la raison pour laquelle (Q, F, (Ft)i>0r P (@) 1505 C’S(:v)) (ou simplement,
(%t);>0) est appelé une interprétation probabiliste de 'espace de Fock ®.

VII.2 Interprétation du calcul d’Ito

Soit (2, F, (Ft)y>gs Ps (@) 450, CS(x)) une interprétation probabiliste de I'es-
pace de Fock. Tous les opérateurs P;, D;, V;, les intégrales de Skorohod et d’Ito
sur @, tels que décrits dans la section 1.2, admettent une interprétation sur L?(Q)
comme des opérateurs probabilistes bien connus. Soit J : CS(z) — & l'isomor-
phisme entre CS(x) et ®.

Tout d’abord, on a P, = J o E, o J~! ou E; est l'opérateur d’espérance
conditionnelle JE[ - | ] ; de fait, Pespace ®; = ImP; est isomorphe & L*(Q2, F, P)N
CS(z).

04



Soit f une variable aléatoire dans C'S(z). On sait qu’il existe un processus
prévisible (&(f));»o dans L%(2) tel que f = E[f] + [;° &(f) dzy. On peut voir
& comme un opérateur linéaire, presque partout (en ¢) défini, sur L2(Q). De ce
point de vue & n’est rien d’autre que l'interprétation probabiliste de ’opérateur
D, ; c’est-a-dire D, = Jo &, 0 J L.

On peut se demander alors quelle est 'interprétation probabiliste de 1'opéra-
teur V;. Dans l'interprétation brownienne c’est le gradient de Malliavin, ou densité
de dérivée stochastique. J’entends par la que, si h est un élément de ’espace de
Cameron-Martin H'(IRT), si V}, est 'opérateur de dérivation le long de h sur
Despace de Wiener, alors Vj, = [ h(s)Vsds (see [N-Z]).

Donc l'opérateur S, qui est 'adjoint de (V)5 (cf [AL2] par exemple), est
interprété sur 1’espace de Wiener comme I'opérateur d’intégrale de Skorohod (voir
[G-T], [Sko]).

L’opérateur d’intégrale d’Ito, correspond dans toutes les interprétations pro-
babilistes & I'intégrale d’Ito par rapport a la martingale (z¢),~-

Le processus de vecteurs (xt), dans @, par rapport auquel I'intégrale d’'Ito
sur 1'espace de fock est une vraie intégrale, s’interpréte sur L2(Q) comme la mar-
tingale normale (z;),~, elle-méme : Jz; = x;.

Le Théoréme 1.3, quand on linterpréte sur L?(Q)), exprime seulement la
propriété de représentation prévisible de (z:),~, et la formule d’isométrie pour
lintégrale d’Ito.

la propriété D; = P,;V; est la retranscription sur ’espace de Fock de la formule
de Clark ([Cla]).

Ainsi, tous les opérateurs présentés dans la section 1.2 peuvent étre interprétés
comme des opérateurs bien connus provenant du calcul stochastique quantique. En
fait, il est plus juste de penser en sens inverse. Des opérations probabilistes telles
que l'intégrale d’Ito, de Skorohod, la représentation prévisible, etc ... peuvent
étre exprimées en termes seulement de la décomposition chaotique des variables
aléatoires. Elles n’utilisent aucune propriété spécifique de la martingale normale x
exceptées le propriété de représentation chaotique et la formule d’isométrie. Elles
peuvent donc étre traduites de maniere intrinseque dans ’espace de Fock. C’est
ce que nous avons fait.

VII.3 Extension du calcul stochastique classique

Dans la section I nous avons développé un calcul stochastique quantique sur
I’'espace de Fock ®. Nous avons développé les notions de processus adaptés,
intégrales stochastiques, semimartingales, crochets droit et oblique, etc... dans
le contexte de I'espace de Fock. Nous allons voir que ces notions sont des exten-
sions non commutatives des notions classiques correspondantes et qu’elles unifient
les différentes interprétations probabilistes de ’espace de P.

Il y a deux ingrédient qui font le lien entre calcul stochastique classique
et quantique. Le premier est que les variables aléatoires usuelles dans une in-
terprétation probabiliste sont des opérateurs particulier sur I’espace de Fock. En
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effet, soit (:),5, interprétation probabiliste de ®. Soit fune variable aléatoire
dans CS(z). Alors f définit un opérateur auto-adjoint 9 ¢ sur CS(x) : I’ opérateur
de multiplication par f défini par

My : DomM; C CS(z) — CS(z)
g —  fg

avec DomM; = {g € CS(z); fg € CS(x)}. Par 'isomorphisme J : CS(z) — @
I'opérateur 9y devient un opérateur sur @ : pour tout f € ® on définit I'opérateur

gﬁf : Domi)ﬁqu) — (0]
g — J(ITH) (T g)]

ot DomM; = {g € &; (J~1f)(J1g) € CS(x)}.
Le deuxieme ingrédient est l'interprétation A-M du calcul stochastique quan-
tique ; ¢’est le point de vue le plus probabiliste sur le calcul stochastique quantique.

Théoreme VIIL.1 ([At9]) - Soit (x¢),~, une interprétation probabiliste de ®. Soit
dlz,z], = dt + ¥, dxy son équation de structure. Soit f un élément de ®. Alors
lopérateur My sur ® admet une représentation en intégrales stochastiques quan-
tiques sur Dom M :

mtfzzE[f]I+/ mDsf(dA;r-i-dAs)-i-/ Mp, s My, dA,. (VIL2)
0 0

En particulier on a que si (2¢),- est une interprétation probabiliste de @, de
coefficient (U;),, dans son équation de structure, alors

dM,, = dA] + dA; + My, dA.

On retrouve ainsi que le mouvement brownien est représenté dans ® par AI + Ay ;
le processus de Poisson compensé par AI + A; + A ; la martingale d’Azéma de
coefficient § est I'unique solution de dX; = dA:tr + dA; + X dA;.

Proposition VII.2 ([At5]) - Soit (x¢),~, une interprétation probabiliste de ’espa-
ce de Fock ®. Soient (z¢),5o €t (Yt),>o deur semimartingales dans cette interpré-
tation. On suppose que les processus d’opérateurs (M, ),~, et (My,),~50nt des
éléments de Uespace S' défini en section II. Alors le crochet droit quantique (resp.
le crochet oblique quantique) de M, et M,, est opérateur de multiplication par le
crochet droit classique (resp. crochet oblique classique) de z et y ; c’est-a-dire

[, My, =Mz, et (D, M), =M.y,
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Nous terminons cette sous-section par une remarque intéressante qui fait
le lien entre certains opérateurs naturels du calcul stochastique classique et les
intégrales stochastiques quantiques. On trouvera les détails dans [A-M].

Soit (x¢),~ une interprétation probabiliste de ®. Soit A € IR. Soit (h¢),~, un
processus prévisible borné. Soit (k:),~,un processus de la forme k; = fot psds, t €
R U {+00}. Soit (my),5, et (nt),>, des martingales complétes de représentation

prévisible m; = ¢ + f(f psdxs et ng = + fg vsdrg ou les variables aléatoires pg
et vgsont bornées.
On définit sur L*°(Q2) les cinq opérateurs de base suivants :

Ex : f — AE[f]

In o« f v [J hedfs
Jo © f [ fsdn,
Tw : f — [ fedks
Cm = f — (f,m),

ol (ft);>pest le processus (Pif),~q-

Proposition VII.3 - L'’opérateur T = Ey\+ 1+ J, +T+C,, admet une représen-
tation intégrale sur L>°(Q) :

T:)\I+/ (i))ths—Ts)dAs—i-/ SﬁysdAj—i—/ Sﬁ“sdA;-i—/ M,, ds
0 0 0 0

. . s o
ou (Tt)tzo est la martingale d’opérateurs associée a T'.

Ce résultant est intéressant parce qu’il donne une correspondance bijective en-
tre quatre opérateurs probabilistes de base et les quatres types d’intégrales stochas-
tiques quantiques. Cela donne une idée de quels genres d’opérations stochastiques
les intégrales stochastiques quantiques sont des extensions non commutatives.

VI1.4 Extension de la formule d’Ito classique

Nous avons vu dans la section II que la formule d’intégration par partie dans
lalgebre S est

t t
XY, = / X, dY, + / iX, Y, + [X,Y], (VIL3)
0 0

La formule classique est

t t
TtYt = / Ts_— dys + / Ys— dxg + ["1:7 y]t' (VII4)
0 0
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La différence entre les deux semble résider dans la présence de xs_ dans la formule
classique au lieu du X, de la formule quantique.

11 est montré dans [At5] que si X et Y sont des opérateurs de multiplication par
des semimartingales classiques, alors en appliquant 'isomorphisme J~! & (VIL3)
on obtient (VIL.4). La démonstration de ce fait est basée sur une formulation
précise de I'équivalence entre espace de Fock et interprétation probabiliste, ainsi
que sur la propriété de quasi-continuité a gauche des interprétations probabilistes.

On a méme mieux : la formule d’Ito fonctionnelle de Vincent-Smith (Théo-
reme I1.7) coincide exactement avec la formule d’Ito usuelle pour les fonctions
C?*. La démonstration est dans [V-S] (on peut la retrouver un peu simplifiée
dans [At9)]).

VIII Représentation des endomorphismes de I’espace de Wiener

Dans cette section nous présentons les résultats de [At2] ainsi que leur exten-
sions dans [At6] et [AE3].

Le probleme consiste a regarder les transformations de 'espace de Wiener qui
transforment le mouvement brownien canonique en un autre mouvement brownien.
Dans certains cas nous sommes capable d’avoir caractérisation algébrique complete
de ces transformations. Cela est obtenu a I’aide du calcul stochastique quantique.

VIII.1 Les endomorphismes qui préservent les martingales

Soit (§2, F, P) 'espace de Wiener, soit (W}), le mouvement brownien canon-
ique, soit (Ft),s, sa filtration naturelle, soit E; Popérateur d’espérance condition-

nelle JE[-|F;], t € IRY.  Une application mesurable T :  — Q est un
endomorphisme si elle préserve la mesure P. Dans ce cas, si nous définissons, pour
tout ¢ € IRT, la variable aléatoire Wy(w) = Wy (Tw), le processus (Wt)t>0 est un
mouvement brownien. s B

Un endomorphisme 7' sera dit préserver les martingales si W est un mouve-
ment brownien pour la filtration (.7-})t>0 Dans ce cas, W est une martingale de cro-

chet t, elle admet donc une représentation prévisible de la forme Wt fo ks dWs,
ol (kt)t>0 est un processus prévisible tel que k?(w) = 1, pour presque tout (£, w).

I1 est clair que T est entierement déterminé par k.

On peut définir sur ® 'opérateur linéaire T' : f —— fo T. Cet opérateur
vérifie :

i) T est une isométrie (T est unitaire ssi T admet une version inversible)

ii) T(fg) = (Tf)(Tg), pour tous f,g € ® tels que fg € ®.

La propriété “T préserve les martingales” est quant a elle équivalente a

iii) T IE, = IE; T, pour tout t € R™.

Il s’avere en fait que la condition i) devient superflue car elle est une consé-
quence simple des conditions ii) et iii) (cf [At4]).
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A priori, il n’est pas clair que ces propriétés caractérisent completement les
opérateurs associés & un endomorphisme préservant les martingales. Si on remplace
la condition iii) par I'unitarité de T, on caractérise alors tous les endomorphismes
inversibles qui préservent les martingales (par [Cho] et la caractérisation de la
propriété de préserver les martingales). Dans le cas ou l'opérateur est seulement
isométrique ces conditions n’assurent pas, a priori, qu’il provient d’une transfor-
mation de I’espace (92, A, P) qui préserve la mesure.

Dans [At3] nous prouvons le résultat suivant.

Théoreme VII1.1- Soit T un opérateur borné sur ®. Les assertions suivantes
sont équivalentes.

i) TIE; = IE,T, pour tout t € IR™

ii) Il eriste un processus adapté (H;),~, d’opérateurs bornés, et A € IR, tels
que

T = )\I-i-/ HgdAg, sur tout .
0

Ce théoreme est en fait une conséquence de ce que la martingale associée a
un opérateur borné 7' qui commute avec les F; est un élément de I'algebre S.

Ce résultat est tres satisfaisant car il nous assure que les opérateurs en ques-
tion ont tous une représentation intégrale. On peut donc travailler avec cette
représentation et les équations A-M.

Théoreme VIII.2 - Soit T un opérateur borné sur ®, qui commute avec les IFy,
t e R" et tel que Tl =1. Done, T =1 + fooo H,dAg, sur tout ®. Soit (T),~, la
martingale qui lui est associée. Les assertions suivantes sont équivalentes.

i) T(fg) = (Tf)(Tg), pour tous f,g € ® tels que fg € .
ii) Pour presque tout t, Hy = (Hy1)T; et Hy1 est d valeurs dans {0, —2}.
iii) Pour presque tout t, pour tous f,g dans ®, tels que fg soit dans P,

Hy(Fg) = —5 () (Hg),

et, pour presque tout s < t,

HW, = (Htl)/ (1+ Hy1)dW,.
0

Nous savons donc maintenant caractériser tous les opérateurs bornés 7' non
nuls vérifiant :

i) T(fg) = (Tf)(Tg), pour tous f,g € ® tels que fg € ®
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i) TIE, =T, VtcR"
(iii) T est une isométrie.)

Mais, comme nous ’avons remarqué précédement ces propriétés n’impliquent
pas, a priori, que T est ’'opérateur associé a un endomorphisme de (€2, .4, P) qui
préserve les martingales.

Le théoreme qui suit prouve pourtant qu’ici les deux premieres conditions
sont suffisantes pour conclure que 'opérateur considéré provient d’une transfor-
mation de 'espace de Wiener qui préserve la mesure. C’est le calcul stochastique
non commutatif qui donne un procédé constructif pour obtenir I’endomorphisme
associé. Résultat qui n’apparait pas évident sans cet outil.

Théoreme VIIL.3 - Soit T un opérateur borné, non nul, de ® dans ®, défini
partout. Les assertions suivantes sont équivalentes.

i) T est lisométrie associée a un endomorphisme T de l’espace de Wiener qui
préserve les martingales.

ii) L’opérateur T commute avec les espérances conditionnelles IEy, t € R" et
vérifie T(fg) = (T'f)(Tg) pour tous f,g dans @ tels que fg soit aussi dans .

Quand ces conditions sont vérifies, l'image W du mouvement brownien W
par T est donnée par Wt fo ks dWy, ou le processus prévisible (k‘t)t>0 vérifie
ki =1+ Hl, pour presque tout (t,w).

VIII.3 Des endomorphismes plus généraux

Les techniques développées dans [At2] permettent de considérer des endomor-
phismes bien plus généraux.
Soit T un endomorphisme de I’espace de Wiener. Soit (Wt)t>0 le mouvement

brownien, image de (Wt)t>0 par T. On dit que 'endomorphisme T est adapté si le
processus (Wt)t>0 est adapté a la filtration naturelle (F;),~, de (W),~o- Un en-

domorphisme adapté est requlier si le processus (Wt)po admet une représentation
sous la forme B

~ " t t
Wt = TWt = / ks dWS +/ hs ds.
0 0

Soit T 'opérateur de ® dans ® associé & un endomorphisme adapté T Cest-
a-dire l'opérateur défini par Tf = foT, f € ®. L'opérateur T a les propriétés
suivantes :

i) c’est une isométrie
i) (Fg) = (TF) (Tg), pour f,g € & tels que fg € @

iii) il préserve les espaces Im P, pour tout ¢ € R* (ou de fagon équivalente
TP,=PTP,tcR").

Les résultats et les démonstrations sont presque les mémes que dans le cas
des endomorphismes qui préservent les martingales. Une différence réside dans le
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fait que la propriété i) d’étre une isométrie n’est plus une conséquence de ii) et iii).
De plus, un opérateur borné satisfaisant iii) n’est plus forcement représentable en
intégrales stochastiques quantiques (un contre-exemple est donné dans [At6]). On
obtient tout de méme les caractérisations suivantes.

Théoreme VII1.4— Soit T' un opérateur borné non nul de ® dans ®. Les asser-
tions suivantes sont équivalentes.

i) T est Uopérateur associé a un endomorphisme régulier de l’espace de Wiener.

ii) L’opérateur T admet représentation intégrale sur tout @, il preserve les espaces
ImIE;, t € IRY, c’est une isometrie de ® et il satisfait T(fg) = (Tf)(Tg) pour
tous f,g € ® tels que fg € ®.

iii) L’opérateur T admet une représentation intégrale sur tout ® de la forme
o0 (o.]
T:I+/ H;’dAS+/ H; dA,
0 0

ou :
o Hf = Mye1 0 Ty, pour p.t. t, tout € € {o,—},
e H1 est a valeurs dans {0,—2} pour p.t. t,
e (H;)* Ty = 0 pour p.t. t.

Quand ces conditions sont satisfaites, I’endomorphisme réqulier T associé a T est
donné par

t t
TWt:/ deWS—l—/ hsds
0 0
ouks=1+H_1 etls = H; 1.

Le nouveau type de condition (H, )* T; = 0 correspond & dire que la variable
aléatoire [; est orthogonale & Im T;. C’est aussi la condition qui donne la propriété
d’isométrie pour 7.

Une autre conséquence de ce théoreme est que les opérateurs associés & un en-
domorphisme régulier de ’espace de Wiener sont eux aussi toujours représentables
en inégrales stochastiques quantiques sur tout 1’espace de Fock.

Dans [AE3] nous considérons le méme genre d’endomorphismes mais dans
d’autres interprétations probabilistes que celle de I'espace de Wiener. Si z est une
interprétation probabiliste de @ de coefficient ¥ dans son équation de structure
on dit que V¥ est dans le premier chaos de z si ¥, est de la forme C' + fot h(s) dx
pour un ¢ € C et une fonction déterministe A sur IRT. On dit que équation de
structure possede la propriété d’unicité en loi de ses solutions si toutes les solutions
de cette équation ont la méme loi. Il y a quatre exemple connus qui rentre dans ce
cadre : le mouvement brownien, le processus de Poisson compensé, les martingales
d’Azéma, et le cas ou ¥ est une fonction déterministe du temps.
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Théoréme VIIL.5 - Soit (v),~, une interprétation probabiliste de ® d’équation
de structure d[z, x|, = dt + ¥ dzy avec ¥ dans le premier chaos de z. On suppose
de plus que [’équation de structure posséde la propriété d’unicité en loi de ses
solutions. SoitT un opérateur borné non nul de ® dans ®. Les assertions suivantes
sont équivalentes.

i) T est lopérateur associé a un endomorphisme régulier de Uinterprétation pro-
babiliste (+),~-

ii) L’opérateur T admet une représentation intégrale sur tout ®, il préserve les
espaces Im Iy, t € IR™, c’est une isométrie de ® et il satisfait T(fg) = (T f)(Tg)
pour tous f,g € ® tels que fg € @ (et ou les produilts de variables aléatoires sont
ceur provenant de linterprétation x ).

iii) L’opérateur T admet une représentation intégrale sur tout ® de la forme
o0 o0
T:I+/ HfdAs—i-/ H; dA,
0 0

ol :
o Hi = Mye1 Ty, pour p.t. t, tout € € {o, —},
e H’1 est a valeurs dans {0,—2}, pour presque tout t,

o sik, 1+ HCL et l, ¥ H 1 alors k20, = kb, T, et k2 =1+ 1, TT,,

e (H7)*T, =0, pour p.t. t.

Quand ces conditions sont satisfaites, ’endomorphisme régulier T associé a T est
donné par

t t
TWt:/ kdes—l—/ hsds.
0 0

Notez les nouveaux types de conditions faisant intervenir le coefficient ¥
'équation de structure : k2¥; = kT, et k2 = 1+ [, TV,.

Dans le cas brownien on a ¥; = 0 et on retrouve le Théoreme VIII.4.

Dans le cas du processus de Poisson compensé on a ¥; = —1 et donc kZ = k;
et k2 = 1 — ;. Par conséquent k; est & valeurs dans {0,1} et I, est & valeurs
dans {—1,0}. Mais comme [; est orthogonal & ImT}; on a en particulier IE[l;] =
0. C’est impossible sauf si [; est la variable aléatoire nulle. Dans ce cas k; est
indentiquement 1 et T' est I'opérateur identité. Le seul endomorphisme régulier du
processus de Poisson compensé est I'identité. Ce résultat n’a rien de surprenant,
il est la seulement pour illustrer les résultats du théoreme.

Dans le cas ou U est déterministe on obtient de méme un mélange entre les
cas brownien et le cas poissonien suivant que ¥; = 0 ou non.

Le cas difficile est le cas des martingales d’Azéma. Nous montrons dans [AE3)|
que si x est une martingale d’Azéma de coefficient 3, la seule possibilité pour que

le processus
t t
a:;:/ ksda:s—i-/ lsds
0 0
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soit une martingale d’Azéma de coefficient 3 est que I = 0 pour p.t.¢, k2 = 1 pour
p-t.t et que t — k; soit constant durant les excursions de z. La démonstration est
purement probabiliste, elle utilise des propriétés fines des martingales d’Azéma.
Puisque le Théoreme VIIIL.5 donne une caractérisation complete de ces endomor-
phismes on devrait pouvoir en déduire une démonstration algébrique de ce résultat.
Mais je n’y suis encore parvenu.

Autres travaux

Je veux conclure en disant un mot sur les articles dont je n’ai pas parlé ici.

La prépublication [At11] n’est pas encore compléte ; j’ai préféré étre prudent
et ne pas en parler.

L’article [ABE] est purement probabiliste, ses motivations n’entrent pas na-
turellement dans le cadre de ce texte.

Les articles [AE1] et [AE2] sont aussi purement probabilistes dans leur con-
tenu. Ils traitent néanmoins d’un probléme qui n’est pas si éloigné du calcul
stochastique quantique : les équations de structure vectorielles. On a vu I'impor-
tance des équations de structure dans le cadre des interprétations probabilistes de
I'espace de Fock T'(L?(IR*;C)). Si on travaille sur les espace de Fock multiples
T(L2(IRT; €")), pour N fini ou non, les interprétations probabilistes font appel
a des martingales vectorielles (mouvement brownien multidimensionnel, ...). Les
équations de structure liées a ces contextes multidimensionnels n’avaient jamais
encore été étudiées. C’est objet de larticle [AE1]. L’article [AE2] lui fait suite
et étudie les équivalents bidimensionnels des martingales d’Azéma.
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