
SERIES DE FOURIER

I
. Coefficients de Fourier

La the Eerie des  sentries de Fourier per  met la  representation de

f  orations f : IR → Q pehio cliques  sous former de  se Lies trigonometric ues .

Pour f , IR → E
,

2T - pehiodique ,
on  cherokee  une  representation de la for  me

f ( x ) = t ⇐ an coscnxstbn  sin I nxt = ¥z Cn ein "

.

Not ez que  entree  ces deux  representations le lien  est force '

meal le  su  in  anti

Co  ± af ,

Cn  = a an  =  Cnt  C-  n

ant  ibn bn ,

= i ( Cn - C
- n )

C
- n  = - ,

2

2 wand Ees  s  omnes  ai - des sus  sont fini  es
,

on Parle de poly non ones trigonometric ucs :

f ( x ) = tf
,

an  coscnx ) t bn  sin Cnsc ) =

n

Cn  ein "

.

Dans le  cos de fo - chi  ons f- qui  sont T - pehiodiqucs
,

on  se  nomine  are  cos 2T -

pefriodique par

gcxs = f ( IF x )

fCxS= g ( IIa )

I



Ce qui donne des  representations de la for  one

in  w  x

f ( x ) = t ⇐
 ,

an Cos ( na  x ) t bn  sin ( n  wx ) = I can  e

n  E  K

avec  w  = YI .

A partin de  maintenance on  me  considine plus que le  cos 2T - peiniodique .

On  a les  cabals facile  sui - ants

)!
"

ein' " ein "

da  = {
O '  " ± - m

( n
,  m  E I )

2 IT
,

n  = - m

 oscnxscoscmxsdx  = { I'

,
II?  ± o ( n

,  m  EIN )
2 IT ,

n  =  m  =  O

)!
 Is in Cnxlsincmxsdsc  = {

° '  " ⇒  m

( n ,  m  E IN
* )

IT
,

n  =  m

Jo
"

cos Cnsc ) sin lmk ) dsc  =
O ( n  E  IN ,  m  C- IN

't ) .

Voice .

pour quoi ces fo - mules  sont interns  centres
.

Si  on  se place dans le  cos

•  a- les  soon  ones  sont fini  es
,

ou bien qu
"on laine de  Conte

'

, pour he  moment
,

de justifier

les  inter  versions I - f ,  on  obhienl :

)!
 

Ff C x ) e-
 in "

also  = Izz cm I!
"

ein "

e-
 in "

dsc  = If ,

cm
2T Sm

- n  =
2T  Cn .

A  ins  i

Cn  = ÷ I!
 

Cx ) e-
 in  "

dsc
.

.
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Pour fi IR → Cl
, ( 2T - pehiodi que  eh ) integrable  sun [ o

,
2T ]

,
on pose

I Cn ) = ¥ fix ) e-
 in  "

dsc
,

n E 2

On les  appelle  coefficients de Fourier de f .

Par Ee  mime genre
de  cal cue on  obhien

an  = ¥ f Cx ) cos Cnsc ) dsc
,

n  E  IN

bn  I¥ J!
"

f Cx ) sin C ax ) dsc
,

n E IN
*

2 . Proprietressdes  coefficients de Fourier .

Dans la  suite
,

on  note IT e
' intervale C o ,

2T ] .
On  note L fee ( IT ) e Espace  des f  one  Lions  2T - p e' nice  cliques ,

qui  sont 29 seen Co ,
2T ] .

On  note Hf Hq pour ( I!
"

If  C x ) 19 dsc ) " 9
.

 C
'est la  non  me q sur Co ,

2T ] et pas  sun  IR !

De  mime  on  note Cpk ( IT ) l Espace des factions 21T - period eques  sun  he  et qui song
Coi e eee  est  infinite !)

ch sur I .

Pro position I

Si f E L'

per
( IT )

,
aeons la  suite ( Ecm )

ne  z
est borne '

e
,

avec

11 I Ecn ) ) Ilo e ÷ Hft
,

.

Tre 's facile .

 

Nettement mo  ins  e' violent est le  re 's  allah suivanh .

The toneme 2 ( injective
.  he

' des  coefficients de Fourier )

Si f  eh g
ELp'm( IT ) ont  mimes  coefficients de Fourier

,  aeons f= g ( dans L
' )

Dere
Dans  an premier temps on  a beso  in de  monter he dens  ite ' des poly names

trigonometricwes .
Pour  cela  on  utilise  une  version ginekaeise.edu  The 'one' me de  Stone

-
 Weierstrass .
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The '

one
'  me ( Stone -

Weierstrass gimhae )

Soil K  c IR
"

un  compact et soil A  une  sous - algibne de COCK ; E )
.

Si et  vehifie :

i ) et  se
'

pane Ees points ( i.e .
t  x # SEK ,

I f Eet / fix ,  # f Cy ) )

i i ) et  est stable par  co - jagaison

iii ) et  Conti  eat les  constants
,

aeons et  est dense dans COCK ; E )
, pour hename  uniform .

L
'

ensemble et  des poly incomes trigonometric '

ques  vehifie tout es
les  conditions

cc
.  - denies ,  ie est done dense dans Cocco ,

273 ; a )

ISi § ( n ) =  O pour
tout  n  E I

,  aeons J!
 #

f C x ) P C x ) doc  =  O pour
tout poly name

trigonometric
'

que .
 Por Stone -

Weierstrass  et par  convergence
do  mine

'

e  on  a Jiff  cxsgcxsdx.

=
 O pour

tout g
E Co ( Co ,  2T ] ) .

Pour parser  a- des factions plus gene's  ales
que

Co (Co ,
2T ] ) on  a beso  in du  Thebaine

de Las  in
.

theorem ( Lies in )

Soit f :  112k →  a teele que I ( hxlfcxl  to } ) c-  .
Aeons il exist e  une  suite ( gn )

#
( tree )

Keele que :

• d ( Lxlfcxstgncxs } c Yzn

• Hgnll -
E Hf He

• gn  
→ f p . s .

Por le The '

one
'

 me de Las in  et par  convergence
do  mine 'e

,  on  a pour tout  A  mesas  able  C Co ,  2T ]

↳
"

fix ) HA Cx ) doc  =0
.

Done f  =  O p . p .  DE



The Iie me 3 ( Lemme de Riemann - Lebesgue )

Si f  E L'
pm

( IT ) ,
aeons I Cn ) → O

.

Dem
-

On  sail qu
' ie exist e g E Co ( Co ,

at ] ) tee que It f - g He s Ek .

D
'

autre part ie exist e  ur poly non  me trigo I tee que It g - P He s Eh
, #

.
 Done

,  on  a

kg - P lls E  2T ⇐ = 42 .  Done finale  meal on  a Hf - Pks E E
.

Pour  names grand on  a F ( nil=  o ,
do - a

Fcn ) = 2¥ I!
"

( fcxs - Pcxs ) e-
 in "

dx .

Ce  qui donne IFCnil E ¥ Hf - Pll
,

E Eh #
. On  a  moat  re

'

que fcnl → O
.

 

3
.

Product de  convolution

D
'

aboard que eques  rappels .

Proposition 4
.

a) Si f  eh g E L'
per

( IT ) al ons la fond  ion f  * g ,
de

'

fin  ie  sur IR par

f  * g C x ) = J!
 

tf C t ) g c x - H dt

est bien de
'

fi  nie  eh app antient a- L'
 '

per
( T ) . On  a d ' ailleurs Hf  *  gll

,
e Kfk

,
Hgh

,
.

Le prod  ceil  de  convolution  *  est comma  Latif  el  arsociahif .

b) Si Is p E ,  si f  C- L'
per ( IT )

, g E L Ppa ( IT ) ,  aeons f*g E Lara ( IT ) .
On  a  'd '

ai Hears

Hf*gKp E Hf It
, Kgllp .

c) Si f  E L 'm ( IT ) et g E Cefn ( T )
,

k E  IN ,
aeons f  * g E Cepa ( IT ) et I f  't g)

" I f  * glee! pour
k > I

.

d) Si  le  pets ,  legs  to  et pt t tf =  I
,

si f  E Lfa ( IT )
, g E Lfa ( IT )

,  alon f  *  g E Coper C IT ) .

On  a de plus Hf  *  g He  e Hf Hp 1194g .
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Dem
-

a , Jo
'  "

f !
 

fail lgcx - til dxdt=JOY fast

gcx.tt/dxdt--/.-TfCh/f!TIixi1dxdt--$!Tgcxsldx)1TfChldt
ex

.

Done par
Fubini f*g ( x ) est bien de

'

fini  el apparel . 
. eat  a

' L !

g*f Cx )  = §Tg C t ) f C x -
t ) dt  

¥ , . . a -1!
 

( x -g) fly , dy = Jo

"

gcx - gifts ) dy = f*g Cx )
.

( f  * g) * h Gc ) -

- f %
"

flu) g ( t - - u ) Else - h du dt

f  * ( 9*h ) Cock go
't

) !
'T

f Cut g C t ) h ( x - a - t ) dt  du

t+a fo Cut9ft'- u ) h ( x - t
'

)dida
.

P

b ) )!
 "

Tfctsllgct- x ) I

didPdx
 = !

"  "

If Ct) I
' "

igcx - t , I If CHI
"

d)
da

± Jo
" "

lfasllgcx - tslrdt ) ( So'T fast at )" "
dx

E II fell ! "
H f  * g.PH

,
e Hf It ! "

kfll
,

Hg Pll
,

=  Hell ! Hg lip .

I

Cela  marine f  * g C- L Peh Hf  *  gllp E Hf It
, llgllp .

c) f- *  g ( x ) = 12 I ( l ) g ( x -
L ) dt

.

La fo - scion  xtsfcvsgcx - t ) esh Ck pour
Lout  t  et

V-J  f E I fly gli ) ( x - til E 11g
" 'll

,
If (E)I qui  est integrable .

 Done par le the '

one
'

 me de

de 're  ration Ck sous e
'

integral e ,  on  a  montu
'

que f  * g
est  Ck

.
On  sail  anssi que

( f  * g)
'  "

( a  = go
' "

÷ flu ) gcx -
t ' ) dt-fotfcngcklcx-ndt.fxg.ch '

Cx ) .d)
( )!

 "

f ( r ) g C x - t ) d ' f E Hf Hp It gcx - o ) Hq ⇐ Hfllpllgllq  
.

 On  a  montu '

Hf  * guy E Hf Hp " 9119 '

Soil ( fu) une  suite de fond  ion dam

Coper
( IT ) teller queKfa - f Hp →  O ( si p # to ) .

Aeons fu  *  g E  C

fer
( IT ) eh k f  *  g - for *  g Ily  ⇐ H f - fnllpllgllq  ,  mo -

l
- ant  aim . 

'

que fn * g

converge  waif .  vers f  * g qui  est  done  continue .

Si p =  to ,  on plead fgn ) c

Coper
C IT ) tell que Vgn - g It

,
→  O .

Puc 's le mine  raison  me - eat .

DE
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Maintenance  si  on  review  aux  coefficients de Fourier de f ,  on  remarque que

I ( n ) = Lf*  en ) e
. n

ou Ich en  = It ( f  *  en )

D
'

oci e
'

on tire facile  ment

Proposition 5

Si f. g E L 'm( IT ) ,
along

fxtg C n )  

=
21T Fcn ) gyu )

,
Fn E  K

.

Demy
( ' esh e

' associative
'

he
' du product de  convolution :

~ I I Icn ,  en  * g = 21T Icn ) Ight  en -

f  * g cm  en  = en  't ( f  * g) = ( en  * f) * g =

Maintenon des  rappels  sur les  approximations de e' unite !

On  appelle  approximation de l
'

unite
'

toute  suite ( kn )
new

dans

Copa
( IT ) t  elle que :

I ) sgp
It krill

,
co

2) th  E IN
, I!

 

act ) dt  =L

3) Fossett , him ) I kn Chl dl  =  O
.

C-  Titi ] i  C-  5 ,  S ]

theorem 6

So  it I e p c - . Si ( kn ) est une  approximation de l '
unite "  et si f E Lp? ( IT )

,

aeons ¥ kn * f  converge  vers f dans Cpa ( IT ) .

Dein

Lemme 7

Si Is pas  et  si f  E tepee ( IT ) odors l '

application g
:  IR → Lfa C IT ) esh continue

.

x  1-3  Tx f

Dem Lemme

Pour  E > o fixe !  
il exist e fo E Cp:(T ) tell que Hf - fo Kp EE .

Comme fo est  continue  sun IT
,

elle  est  uniform e' meal continue
.

Done
,  

ie  exist  e Soo  Lee que

la -  x ol '  S  ⇒ Fa  EIR
, I ffatx) - ffat Xo ) I c  E

,  i - e - H Exfo - 2%fall -
c  E

.
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Mais

Hkfa
-

eoxofllp
E  21T

118×1
- Go

folly
.

 Do - a
, finale  meal  on  a :

If Ea f - Ea of Hp E Hea f - Cafe Kp t Hea fa - Zao fall p
t Hea

.
Fc - Ea of Hp

E 2 Hf - fo Hp t  2T It

Ea
fo - Zao fall ,

E Gt 21T ) E
.

D Lemme
.

On  reveal  I Ea dem
- du  theorem

.
On definite g ( x )  =  Ex f  comme  co - denies

.
 On  a

H Ikat said '  - geol Hp = If ¥ !
"

each ( gas - gas ) dr Hp s ¥ hail 11gal - gcosllpdt

s ¥ f ! least 11941 - 96 ) Hp di  t If f Ibn Cbl Ilga ) - glo ) Hp dt

C- IT
,  IT '  C- S ,  S ]

E  nfyf.gl/gC4-gCosllpllhall,
t mgx-llg.ch - gcosllp÷I Ihnen I dt ( * )

C- it ,  IT ]  i  C- S ,  s ]

Soil M =  snap Hknll
, ,

soil  Sso tee que Ihle S ⇒ 1194 )  - g Cos Hp s 4 .

2  M

Sait N tee
que  a >  n  ⇒ J then CHIdh s IET .

C- t.TT ' C - s ,  s ] my light
- 910 ) Hp

Alon
, pour  n 7  N  on  a ( *  I  E  E .

On  a ainsi  monte
'

que I kn  * f  Is f .

21T

C- tant donnee
'

 une fo - cc ion f : IR → Cl
, 21T - piiodique  et E L

'

( Co ,
zit ] )

,

on peal  calculus Icn ) comme  Ci - dessau  eh consider la  se

'

nie de Fourier de f

Fff ) Cx ) = Z Icn ,  ein  x

NEI

IC se pose  aeons  naturelle  meal deux questions  i

-  Cette  se 've  converge t
' elle ? Simple  meal

,  uniform : menu
,  normale  meal ?

-  si  elle  converge ,  vera quelle forces -
? Surtout :  converge

Helle  vers f ?

Dans la thionic des  series de Fourier  on  reward a- ces questions ,  cc  sont les the '
one

'

my que

nous  allows  i Caslin
. Mais  aunt  on  re garde les  calculi  explicates de  coefficients

de Fourier

qui perone Heal de  calculus  explicit encore des someones de  skies
.
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4
.

Le  cos
L2

Le  can  oui f ap partied  a- leper ( IT ) est  his  agreeable car  on  renhe dans de la the 'onie

hilbert ie  nine

On  note  en la fo  nation  x  is  e

in ×

,  n  C- I
.

Thm_8
La famille  des fo - chiong { en ,  n  E  I } forme  unebase orthogonal de

Lfa
( IT )

.

De plus , pour toute fondi on f :  IR - s Q appurtenant I

Lfa
( IT)

,  on  a

i ) Fcn ) = ⇐ self 7

ii ) f = Iz 2¥,

sent f)  en
,  o  a- la  convergence

 est  normale dansLfa( IT )

iii ) Kfk : = 21T ¥ ,

I #c as 12 (E galilee
' de Parse  rae )

Dey 2T

On  a deja era que Len  Iem > = fo ein-  " "

doc  = Sn
,  m

2T
.

Do - a la famille Cen ) nez

est orthogonal dam22pm( IT )
.  On  a Henk !  21T .

Pour  monter que  c' est une base ,  
il suffice de  monter le  coracle 're total

.  Mais

cc esh  un  raison  named gu
'

on  a deja  Vu :  ie  exide g E Cocco,  zit ] ) tq Kf - GHz E  E .
 Ensuite  if

excise P poly no-one trigo Leg Kg - Pll - EE  ⇒ kg - PK E V21711g - Pll -  s if  E
,

done la  demi  he ' des pol .

trigo .

Le  nesle  est du  calculus  wel e-
b . o . n

.

Hilbert - '
en  ne .

Poisons gn= ÷ en
,

n  t 2 . Along

( gn ) est  are
b . o - n

.
de L2 ( Co,

2T ] ) .
 Done  on  sail que

f  = Izz
s 9N If > 9 n  oui la  sein ie  converge  en  non  me

22

= Eez ¥ cent -57 en ( Ce qui  donne  is )

eh que Hflk
'

=

 z

Ican If > 12 =

,
I ,

Ken If > I ?

Mais e
'

ideal ice
'

Icn ) = ¥ Cen  If >  est immediate ( d
'

oui  it )
,

ce qui do - ne  maintenance  iii )
.

TB

Coral laine 9

Si ( Cn )
ne  z

est une  suite  E EZCH ; E ) ,
aloes la  se

'
nie de fond  

ions
g ( x ) =  I Cn  ein " ( I )

n  C-  I

converge  normale  meal dam Lfa ( IT ) .
Sa  somme g

est  une fond  ion dont la  se 've de Fourier

est  donde par CL )
.

On  a  en particulier 1191142A C t ) = Ken ) Hegg ,
.

A imsi la transformer

de Fourier  I table 't  un  isomorphism  e  unilaine  entire Lfa C Tl ) et  e' C 2.) .

g



Corolla 're 10

Soil f  E Lfa ( IT )
,

along la N - ie
'

 me  somme particle de la  se 've de Fourier  de f :

N

Pncxl = -2 Icn ,  ein "

n  = - N

const  ihre la  meilleur  approximation de f en  mayenne quadrate '

que , par  nai tous Res

poe gnomes trigonometric ues de "

alegre
' "

s  N
.

En particulier ,
l terrene  com  mine  en  apps chant f  par PN est

It f - Pn Hz = 21T E  IIcn , I
'

Int >  N

Corollas 're  11

Si f E Lfa ( T ) eh gu
'

on  e' crit sa  sehie de Fourier  sous la forme

f-C x ) = t €7 an  coscnxltbnsincnx )

aeons

¥ fo
"  

I feast
'

de  = tag
'

t I ¥
,

Ian I 't Ibn 12

Dem
-

Co  = If done Kol ! 1¥
4

Cn  = an-ibn_ ,
c

, n = anti ⇒ 1412 =  I Cn  = I ( Ian 12 -
ibn anti  bn  an  t Ibn I

' )

k.nl !  In En  =  I
, ( tant 't  ibn an

- ibn  an  tlbnl
' )

Kal 't K
. nl

'

I ( tant 't lbnl
? ) .

 *
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5 .
Le thebaine de  Dirichlet

Proposition 12

-

Soit f  E L 'm CTI) ,  aeons
n

Fini  ein "

= If f  *  Dn Cx ) oi

Dn c x , =

sin("N+" ( No you
de Dirichlet

.

sin  " ( 2

Dem
-

⇐
 n

Icn) e
" "

= ÷n IT,
f!

 

tf 4) e-
 int

e

" "
di -

= ÷ fo
"

f Ch  Dw Cx - Hdt

c
'  ( 2  N  ti )  t

•  in DN ( t ) = ÷w e'
 " t

=  e-
 ' 

' Nt  .
 n

e

'  t ( n'  - N )
=  e-

 int o ein  t

=  e-
 int

I - e 
it

=÷!÷"" =
ei"" ' -

= sincm
.

 *
-  i  42 i  th s  in  th

e - e

Thebaine 13 C Dirichlet )
-

S i f :  IR → E  est  2T - pehiodique  et  C
'

par  monceaux
,  celom  en  tout point  x  E IR la  se

'
nie

de Fourier def  converge  vers f(f¥
.

.

2

Dems
wtf ) I x ) = ⇐

n

Fcn)  e

" "

= ÷ !
 
! Dark ) floe - Hdt  

= ÷ gotDncrlffcx - t )  tf Cath ] dt

Sw ( f) Cx ) - ft )
= ÷ [ Dn C riff Cx - t )  + flatts ] dt -

fH-)tfl
2

On  a f ! Dn Cn d t  
= I

 

eo C Lidl  
=  2  IT

.
 Do - c 2[DnCh= 21T

,
d

'
Oci

Snl f) Cul - fH_¥ft = It ! Tsn Ca ) ( fix - h - fix . ) + fix  th - flat ) ] dt

On  va  monter que
l im If gotDn C u ) [ f Cx - L )  - f Cx - ) ] dt  =  O .  Le  en  sera de  meine pour l

'
autre

N - s -

terme .

It



Ce terme  est  e' gal at

If sin ( Cnt  Est ) . s÷q . fH-4If die

Mais :  •I est  C
°

sun  IT

sink
fix - t ) - f C x

- )

• f  est definable a- droit  e en  x
,

done Cim
f-

exist e .

1-  →  Ot

en particulier  t  i→ fH-t)If E L
'

( co ,  #3)

On  a done  une  expression du genre sin ( C Nt 's ) t ) g.
C h ) dh

,  avec g C- L
'

.
Done  pan

Riemann - Lebesgue  ga he - d vers  O
.  

The 'o  nine 14 ( Principe de localisation )

Si f  et g f Lt
per

( IT ) et coincident sun ] xo - S
, not  SC ,  alon les  sina.es de Fourier de f  et g an

point  xo  o - L le  meine  comportment ( convergence  ou  divergence ) et la  mime limit  e
,

le  case the 'aah
.

DemiSncf) ( xo ) - SnCg) C Xo ) =Dn * ( f - g ) C* o I

⇐¥ I Dn A) [ gcx .  
- t ) - fix .  

- H ] di

= It [ Dna ( g C xo - htglxot.tl
- f ( % - t ) + fcx.tt ) ] dt

= ÷
fgtbncnfgcxo-tltgcx.tt ) - f ( xo - t ) tffxott ) ] dt

= IF Sgt sinKNt' he
,  ,

CH dt

s  in  the

oihf.ge c' it )
.

Comme Ihs??! I E ) ?!9g/ pour
coal t  E Cs .

IT ] ,
aeon ff÷9nEL!

On  conceal  encore par Riemann - Lebesgue .

•

Ce theorem dit que la  se
'

nie de Fourier de f  e - xo  ne de  '

pend que da  compote  meal  de f  an

v  •  is  image de  xo .

C
'
esh trees  surprenant ,  un que les  coefficients de Fourier Icn )  = 2¥ Jo

"

fuse
- in 'd ,

de 're - deal de f  sur e
'

intervale IT  Lout  entries
.
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6- Convergence  uniform  ,  
normale

Theionemels
.

i ) Si f  E Copa ( IT ) eh  I IFCnil a - ,  aeons la  soiree de Fourier de f  converge

uniform  er meal  vers f  en tout point .

ii ) Si ( any nez
est  belle que In I Cnl co ,  aeons la function g Cx ) =  I an eine esh

Continue  et  Cn  = § ( n )
.Dempo

 sons gcxs = § I ( n ) ein "

,
elle  est continue  car limit e  normale

,
done  uniform ,

de fond ions  continues
.

Si  on  calc  ale g- C n )  on  

oblienhgcns = ⇐ fo
"

goes  e-
 ' "  "

da  = ¥ fo
'  "

Em Icm ) e'
 

'  

( m -  "  "

da

= E fo Cml  e

"  -  "  "

da ( can
la  or . de ee E esh  naif )

= I Fcm) Snm -
- Fini .

On  a  ainsi  montu
'

ii ) .

On  a  aunsi  i ) pan l
'

unicihe '  des  co  eff. de Fourier
.

DE

One  suite ( un ) nez
est na pi dement de ' croissant e  si  un  =  of ee ) en  to

, pour Lout KEIN .

13



Proposition

16
i ) Si f  est  continue  eh  C

'

par  monceaux  aeons ft Cn )  =  in Ifn ) .

ii ) Si f  est  continue  eh C
'

par  monceaux  aeons la  se
'

nie de Fourier de f  converge

normale  menu ( ZIICNY - - ) .

iii ) Si f E Cpk ( IT ) aeons Fcn) =  o (ht ) -

in Si Cn =  o ( Iee ) ,
weak 72

,
aeons

g C x ) = I Cn eine est Ck - 2
.

v ) L
'

application f  ⇒ ( Fln)) elastic  an  isomorphism  e  entre Copa ( IT ) eh e' es pace

des  suites  rapide  meal de
' croissants .

Demi
) Icn ) = IF Jo

"

fuse
- int

du  = ¥ [ - ]j" t ¥ ÷ fi
 "

f 'm e

- inhdh

)

= ÷ Icn) .
( n # o )

Pour  n=o : ft Co ) = ¥ f "as die = Ep ( fat ] !
 

o .

On  a done been  monte
' ft ( n ) =  in Fcn) Fn  E I .

ice ) f
'

est  continue par  monceaux done Lfa ( IT ) .
En particulier  I Iftcn , 12 < •  .

0 - a done EIICHI s ( E
'a)

" ( El Echl '

) "
a - .

iii ) C
'
est  une  ite ' nation de e

'
I .

P
.
P

.
du  is .

iv ) Si  Cn  =  0 ( Ym ) along g C x ) =  In Cne
" n "

est  continue por
le  Thun  15 .

Si  can  =  o ( Yn 's ) alon la  since  I in  an  eine ex  une
. f .  cow .

 Do - c par he thin de

derivation des  sina.es de fo - cleans  i g est  C
'

. Etc . . .

v ) facile  avec  ee gu '

on  a fail  ee - den  us .

E

co~ollaine.tt
Si f  esh  continue  eh  C

'

par  monceaux ,  along la  se 're  e de Fourier  de f  converge  uniform  I meal

vers f .

14



7
.

Le theorem de Fejes

Pour  aller  churches  des  convergences  autres que  elles  obhenu.es jusqu
' a' maintenance - ee des  conditions

plus foibles ,
an  obstacle poor le  moment  c' est que le  no cyan de  Dirichlet  ni est pas  une  approx .

de e' unicef .  ie  ve 're ' fee  ii )  ee  iii )  mais  pas  i ) ( Pas  Evi  deal
,  main  adonis ) .

Si  on  neon place be  CV  simple  par la  con  u - en  no yean - de Cesaro
,  on  a  un  autre  no your qui

apparaih .

On pose Fn -
- n÷ ⇐ Dee ( Wogan de Fejes )

Fn -

- ¥ E.II. s . = Ii EEE
. , ei-E.in ei -

- Eee. n' lei .

For = Ein C i -

'

f÷ ) e ;

artisans -
- E. been -

- ⇐ sina.ee:7#--s.E
.

= sq Im  e'
 

'

 ' ' h  eicnt
ein - I

= ÷% Im  e

"  " K  e

" x e'
 

'  C NIL x

, e-
 i  C N ×

- -

ee
'  " 12

e

i  ' 42
- e

- a
'  342

sin  NII x

= ÷ ,

Im  i
 

'  " ¥ "  siiI = (a )
'

.

sin  '42

Fn Cx ) = (
sin  NI ×

2

⇒±

Proposition  

18
La famille ( Fn ) est  une  approximation de e' unite !

15



Demttn
,

E  *  eo  = µ÷ ¥
.

De *  eo = ¥,

EE eo  =eo .

Done ¥ § Far Cxsdx  = I
.

Comme Fn C x )  Zo t  x  ⇒ ¥1Full
,=L .

C- a fin ,
si lool > S ⇒ Fn Cx ) E ¥ ÷% ¥5 ' 8

Pour f  E Liu ( IT )
,

on  pose SwC f ) C x ) = n⇐n IcnI ein "

et of (f) c x ) = I ( so (f) C x ) t - - - t  SN (f) C x ) ) .  De  some que
Ntl

Tv I f) Cx ) = If For * f  Cx )

Thin de Feger ( 19 )

1) Si f E CL C IT )
,  aeons Hon Cft He E Af the  ee K rn Cfl - f He  TO

2) Si f E LICIT )
,

le  p - -
,

aeons HTN Cfl Hp E Hf Hp EL lion Krw Cf ) - flip =  o .

Dem
-

i ) f Cx ) - q ( f) C x ) = fix )  - ¥ f fix - t s Knfttdt  = ztf [ f Cx , - fix - t ) ] Kwch DL

If Cx) - on (f) Cast E ¥4
, , , g

If Get - floe - Hl kn C t ) dh t ¥, f meme  chose

S  L I LIE  IT

⇐Iff fr
,  ,

Knctldt  +247¥ f kn " 'd '

Sc 14 SIT
-

E 4¥ naraidi  t2Y?÷ =  was ) +2¥
N  sin ?  8k

einHrw Cf ) - fell ,
E  w  CS )

limo ⇒ How Cf ) - f the →  o  
.  ✓

2) Deja  run  sun les approx .
de l '

unite '

.



Coro aine 20

Si f E CfaCT ) et  si  Sn (f) Cogs  → e aeons f- fcxo ) .

Dem
-

Si Sn (f) C Xo ) → e
,

on  sail par
Ee  Term de Cestaro que  rn ( ft exo ) → f anni .

Mae 's war le  tem me 'ce' deal Tw ( f ) C Xo ) → f ( Xo ) .

D

Corolla 're 21

Si f  E  Cga C t ) et  Cn  Zo th
,

aeons I Cn  a - Ci . e . C.V.  N )
.

Deny

II. a
-

- IE
.

f- ' Ifan ÷
.

f÷ II. a -
 ' IT en

.
 

-

- en Ena -
 ' Isa

= line Tuff ) ( o ) = f ( o ) .

 
N - s -



Contre - example de du Bois - Remond

F f E CL CT ) to snap 15nA ) Colt = to

La  suite SN C f ) diverge en O
.

Soil ( nee ) une  suite d ' enters
,

( Lee ) une  suite de  needs  so telles que

nest ,
> 3 nee , Eeehe c-

, Lee en  nee  
- so .

On pose

pea C × ) =  dine "  sin =  edina "

Gn
,

ex ,

No lez que Sp CPee ] C Chee , 3mg ]
,

done les  spectres de Pee  he  se  crochet pas .

On pose f =  Z Lee Pee
.

La  sehie  converge  normal e ment en k .
It

-  car

11 Pelle E It  I
.

 Du  coup f E C .

Cn ( Pee ) si Fk toy ng E  n  e  3  neon  a Cnc f) =  Z hee C
n

( Pk ) =Lo sin  on
.

Ainsi Sane (f) C x ) =  a
,

Rex ) t - - - tag . ,

Pee
. ,

Cx ) - f÷?e"? "

Seeff ) Co ) =  
- f÷ ÷ ⇒ I Sandf Koll > If en  ne Pom homes grand .

 



8
.

Phono  mine de Gibbs

f ( x ) = T sun C o ,  2  it ] t  2  IT pehiodique

¥ sina.is . = ÷ f i
"

-I sinner ]
= f- zoos nisi si a) =

- ÷ ( to ) =I

@

Oc  x  HIT  T = -2sinner
 =  I h

sa I
.

si ,
s

'

n
-

- I
.

can .  = I C Dorcas - I ) = If!?:; - l )

ein  x  +  e-
 in  a

Sou -
- I f.

"

si÷ a .  
- % ← )

D.L . e - o
.

.
 Sn  = fo

"

sinkn.TK/2-dL+0cx9-x/z
# sink

f  = a- f
'

=

= flow
+ "  '  "

sins as
a

'

.

.

 "

Ott
X  Can - s  in  =  car  ( x - Lana)

Jo
"

sins da  mend sun  max  en  it  et  raid Jotsince da  =  1,85 .  - -

En  x  = y ,
, Sn din  anise de  0,28 la  valen de f Cot ) = %  =  1,57 . . .

au  vain de O
.

Idem  e -

Int  I

Si g fail  an  scent d
'

amplitude A  en  O  etadmd define  9  continue  an  vain de O
.

g - h f  est  continue
,

C
'

done  sa  serie de fourier  cu  an  Ef  vers g - It f

Aim i les E  ✓  aicelles de rehie de Fourier  de tf defamed gcot ) de  9¥ A .



Une  seiichi go qui  n' et par  une  set nie de Fourier

o

Soil  I an  sinn  L  une  s  e' nie Ligo ,  cu  partook .

n  I  I

X

Ng si Ff  E  C
'

ta Co Cfs =  o
,

Cn (f) =
,

C
- n (f) = -z ,  aeons Fiscs :  = fo f  Cus  du  E  Cfa CT )

et C ( F Se
-

n 2 in  I

"

na E E a -

Ma E gY_ est  an  conure - example .

-

F  est  continue  ✓

F C L  +2T ) - FCL ) = [
 ' '

II , du  = fo
"

flat da  =  21T  Co Cf )  =  o

A imi  F E  CL CTI )
.

Cn CFI = ¥ Fix ,  e-
 in "

da  = fo
"

fan  e-
 in " dads ,  = Iz f Cui e-

 in  "

da da

= # fi
 "

flat
'  

da  = it # fitful e-
 inn

- ÷f'E§
= Yin Cn Cf )

n  70 :  Cn C F) = AI
-  

Lnnd 0 : on CFL - ÷ =

} calm = - a '

Si Gcses  =  Co Cf ) - Foy ,
aeons  Co Cat =  0

,
Cn CGI = 9y 70

⇒ E
.

.
z 's

= Zen .

Abee :
 ⇐ sinner  =  I - I ein ' -

= am
' IIIT= I - e÷" ? = sin a

II simile z .

Abee ⇒ E or

Nais § ÷n ne  c - has .
( Bertrand ) .

I



A  me 'Re oration du Thor de  Dirichlet

Si f E  Ljn ( T )
,  si fig flat  = f Ho - )  et  fff fcxkfcxotl  existed ,

si IS so tqfoslfxot-f.tl du  a - eh J ! I I
de  c -

talons
lion Sncf ) Coco ) = fHot)tfC

2

On  avail  ce  her  me

If sin ( Cnt 's t ) - s÷q .f(%-hIfl die

avec s÷
,

E  Colt )

eh  maintenance Sos
lfhEtI

e-  ,  mais f !
" I

du  a )!
"

tffE 't
de  a •

s

fix .  -
L )  - flxo - I 18

Done I
I

est  L
'

est  e' argument  est le  mime
.

sin  42

Conoleaiae
Si f  E  Coq ( t )

,
or a c  I

,  
alois  Dirichlet s

' applique

[ if' fY!IffYI es ,  i.e .
In / I fact - feast en be - ask

Dear Jos lfho.tt#x-l do  e Josh DL  a - .  •

Proposition

 E  e Fut ) aeons I fair - -  tr > 2¥

Demon
( Caf - f ) = @" h

- 1) calf ) =  Zi  e'
 ' nhk

sin @ha ) calf )

Paracel :

4 If sinynh) Kal
2  = ¥ fo

?  

I fate )  - failed s n 2h
"

h =  2
- N

i  n
' 2-

 2N ^

z § 4  sin
? ( n  E) tall > ,

I 4  sin
? ( n  2

- N -  ' ) tall

21  Int  c  2
Nt '

>
,

I
27in ,  cent ,

d '  '  ' 
' i CE) ten , 2



27¥ ,

watch
?

E  n
'

z
- en ,

I knlr e ⇐km2 )
"

( I I )
h '

zwsinlc  2N "

n  =  Ip ,  n' = Ip

E n
' "

2-
 WE zNI.  =p

'  ' In ja
'

z

- NC ' E - I . I

-

z
- 2N

id >  o :
 ZI - at,

=  xp -

=  P ( Lt 's )  - I

p > 2- ✓

22+1 .

Corollary
⑤f  E C ( t ) ask ⇒  CVN .

23¥  ⇒ ⇐ ) ELP ,  p > I I ? I

22+1 22+1

2  7 ,  22+1

LE  ' k


