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OKI Cu ,

oars ,

1¥=L
8¥
Hill ,

re
' aldsenl  une  approximation de l '
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.
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. D
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La  transformer de Fourier  est  injective  sun Ll ( IR )

Dem

IgE  L
'
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,  t HEH
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Si f E ACIR ) ,
aeons quel que  soil la fond ion  represent ant he  Classe de f ,  on  a

f- ( x ) = ¥ fr Ffs ) e' 
'
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des presque parlour .
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,
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' sealant d

'
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,
mont - on

que fcxs  =
h C x ) pour presque tout  x .
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'

a pre 's la Proposition  16
,  il exist e  une  suite ( Rn ) →  to

tell que f Cx ) = lion ¥ I !! ( I - II ) Iculeucxidu pour p . p .  x .

Mais I C- L
'

,
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( I - Inn ) I Ecutleucxll s Iffy E L '

,
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.
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Proposition  19

i ) A ( IR ) est  an  Banach

2) Soil f- EL
'

,  aeons f E ACIR ) ssi I E A CIR )

3) si f ,  g E A CIR) aeons fg E A ( IR ) el FT = If F *  of .

×
4) Si I f ,  g) E  I C IR ) x  ACIR ) aeons f  *  g E  A CIRI et f  *  g  = fit ⇐5)
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'

,
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{ IIFgI! .
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, done f E -
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'
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- ) existent

,
si les de 're ivies  a'

droit e  et  ai gauche f 'd C xo) el fg'C xo ) existent
,  odors

him
,

at Ink Fest e'
 

'

 "  '

od
} = I ( fcxot ) *flxo - I ) .

Not ez bien  ice que la  Seale  hypo these  c
' est f  EL

'

,  on  ne  sail pas  si EEL '
.

 Done

la le  mice lion I RR cc
'

 
- denies  est  une Ei  mile he's poetical ie 're ;  elle  n' est pay  e' gale  a-

R - so

£7731 e
"  " od} , qui  peal  ne pas  enabler .

Bien  sur ,
si IEC '

( i - e - f E ACIR ) ) ,  aeons  on  a

¥ Its ) e
" " 'd 's = I ( fcxot ) t ffxo - I ) .

Demon
 commence par le  Cas  Xo  =  O

, f ( of ) = f ( o - ) =  o
.

On  veal done  monter que

him ,
Iii Fest des = o

.

Main ftp.fcslds = fr Ha , , ,
( %) FB ) des =/ ,rR HI

, "
( R } ) ft ) des

=
2 ! pfk ) int de

.

Po  sons g ( t ) = f(t ) ( no  lez que g-ad met  une limit e  en  O par les hypotheses du th m ) .

2

Montroy que g E L
'
C IR ) :  comme lion g ( x ) exist e

,
on  a g bonnet  sun C-  2,2 ] pour  a >  o  suffisamenl

petit ; sun  IRL C - L
,  L ] ,  on  a Ig ( t ) I s tfC4ltlff integrable . Done GE L' C IR ) .

24

On  a  aeons

§ (3) = fr e-
 is "

dsc  = In fz ( e-
 is "

- e

's " ) dx  =  i fr f sin Csx ) doc

On  a  monk
'

: ¥ f ! I (5) DE = ICR )
.

2 wand R →  t - ,  aeons of ( R ) →  o  = fCot)tf
.  ✓

2

C as general :  Ko9cg , f (scot ) elf ( Xo - I qcq .

On pose

g ( , , =
f(×tf% )

- fl%t)z )
e

-
t

'

.

Aeons g est integrable et g ( Ot ) -
- glo - ) =  0

.

2



On  a done

FEI
,

It t.rs des = o

i.  e . him
. .

¥1 ! fHtzf is , des = fl%t'tH en ¥ !! sides

-
-

= ¥ I ! ei%¥ )
d } = 's ,

 E'

( o ) =  e-
 "

lol
2

can  e-
 "

E Y C IR )

= f ! e' 
'

 " is Its )d5 =  I

⑤

4) Le  cos L2 CIR )

Proposition 21

si f  e L
' no

,  aeons I E L2 n  c :  et ¥ HEHE = Hf HE

Demi

If exist e  une  suite (f) dam YUR ) qui  converge  vers f dans L
'

et dam L2 Ccf  TD . )
On  a  aeons In → I dam Coo CK )

, done Ham
,  my

FI ÷kc-m.ms I '

D
'

autre part 111dam
,  m ,

In If! s It fill ! = 2 IT Hfn 1122 ( Thon  12 ). .

Zuand on fail  n - so  : It Ham
,  m ,

Ill ! s  21T Hf 1122
, t 'm

Par  convergence  monotone i I C- L
'

et HEHE  E  2T Hf HE .

Si  on  applique  cette  one
'

ga lile ' a' fr - f ,  on  home It En - I 1122 e  2T Hfn - f 1122
,

done In I .

C- L  comme  a - a K£1122 =  2T It fall ! ,  on  home finale  meal KIKI =  2IT Hf HI .

 

The '

one
'  me 22 C Plane here e)

.

L
'

application line '

ache I :  L
"

n L2 → L
2

se  prolonge  en  an  unique  opehateur  continue

f-  a I
de L2 → L2

, que
l '

on  note  encore  I .  On  a de plus :

I ) F  est  i some 't nique ( a  une  constante pre 's ) : HFC ft It ! =  2T Hf HE
.

2) F est bijective , son  inverse  est donne '

par  I
 '

( h ) = ¥ THET
.

3) Presque park ,  at
,  on  a ¥ to F ( f ) ( x ) = f C - x )

.



Attention : Laham formed de Fourier  sun L' ( IR ) definite une  vnaie faction I C- Cock )
.

La fo - dion I est aeons define pour tout  see  IR
.

La transform 'e de Fourier -
Plane here f

ne definite an
'

an  i limen de Ll C LR ) ;  si f E L 'LL '

,  aeons Fcf ) Cx ) n  ' est pas de '

fi  nie pour  an  x

prices ;  ce qui  n' emp e' che pas d
'
e' crine  une  expression lift  e' nale ✓ our Fcf ) C x ) ( qui  me

sera  voluble que your p . p .  x .
Not ez que I ( f ) ni esh was  en age 're hae continue

,
ni  ne

tend vers  O  en  ± - .

Demi
) L

'
n L ? est dense dam Ll car

Y  C L
'

n L2
.

Done  on prolonge F
.

2) Do  sons Eg Ch ) = at FCET pour
Lo  at h E L ?  Pour h E A C IR ) on  a  celom

, presque parlour

Esch ) Cx ) = ¥frhTIe-iu = frame
" "

da  
= ¥ Ecxl

Done 9 of Ch ) = Fo Eg ( h ) = h pour  touch C- ACIR )
.

Comme JGR ) C ACIR ) c L
'

( IR ) n  L2 CIR ) ( en  effete If  Cx ) I
'

e  little lflxll E L
' )

est dense dam L2 CIR )
,

on  oblient : Eg of (a) = Fo Eg ( ahh th EL ? Do - c Eg = F-
'

dam L ?

3) Pour f E A C IR )
,  on  a Fo  I (f) =  2 # f Go ) - Ensuite  on  raison  me  encore par dens ite ' et

Continue
. he !

I ,  L2 → El est app ele '

e transformed de Fourier -
blanches  el et  esh  note '

e ft .

Proposition 23

Pour f  E L2 CIR ) et A >  0
, poisons Fa (f) (3) = JA f ( x ) e-

 is "
dsc

.

Alon
,

-  A

1) him

HE
- Fa (f) 112=0

A - s  t -

2 ) s
' ie exist  e  une  suite C An ) →  to helle que ( tan ( f ) ( 5 )) converge pour  presque tout §

aloes I (5) = lion Faff ) (3) p . p .

Demy -

1) On  a Kc
.  ,  a ,

f  E L
'

n L
' ( I Hamas # ' ¢koalas ) " ' I " ) ,

done Fa Cf ) = He a.  a ,
f

11 Haa ,  a ,
f - f Hz  →  O par  con  v .

dom
.

 Done le th m de Plane hued montee que
A - s -

H %nf - Ill
,

= All fly . a.  a ,
- f Hz he - d  vers  0

.



2) Soil g (5) = liz Fan (f) (3) p . p . Comme Fault ) = Fttfan
,  an ,

cow .  vers I dam L2
,

il excise  une  sous - suite them ,
(f) qui  converge vers ftp.p .  Done gl 5) = Ffs ) p . p .

Proposition 24

Si f E L' C IR ) et I C- L2 ( IR ) alone f C- CYR )
.

No -
delmonte !

~

#
L' C IR ) )

Coo Cir )

I

#A  CIR ) ÷ ACIR ) ET
E Kim - yur , I
¥ zt#¥

F-
 '

C :c IR ) LiCIR )


