
Université Claude Bernard Mathématiques
L3 Calcul intégral

Feuille d’exercices numéro 7

Mesures produits

Exercice 1 On désigne par λ (respectivement µ) la mesure de Lebesgue (respectivement la mesure
de comptage) sur ([0, 1],B[0,1]). Soit ∆ = {(x, x);x ∈ [0, 1]}. Justifier l’existence des intégrales itérées
suivantes, et les comparer :

I1 =

∫

[0,1]

(

∫

[0,1]

1∆(x, y)dλ(x)

)

dµ(y)

I2 =

∫

[0,1]

(

∫

[0,1]

1∆(x, y)dµ(y)

)

dλ(x)

Quelle conclusion peut-on tirer de cet exercice ?

Exercice 2 Pour x ∈ R et y > 0, on pose f(x, y) = yx. Soient a et b tels que −1 < a < b. Montrer que
f est λ2-intégrable sur [a, b] × [0, 1]. En déduire la valeur de l’intégrale

I =

∫ 1

0

yb − ya

ln(y)
dy.

Exercice 3 Pour y > 0, on pose fy(x, t) =
1

(1 + x2t2)(1 + y2t2)
.

1. Montrer que fy est λ2-intégrable sur [0, 1] × R
+.

2. Soit g(y, t) =
∫ 1

0
fy(x, t)dx. Justifier que g est λ2-intégrable sur [0, 1] × R

+.

3. En déduire la valeur de l’intégrale I =

∫ +∞

0

(

arctan t

t

)2

dt.

Exercice 4 Soit µ une mesure sur R,B(R) telle que µ(R) = 1. Pour t ∈ R, on pose

Fµ(t) = µ(] −∞, t[);Gµ(t) = µ(]t,+∞[);Hµ(t) = µ({t}).

1. Montrer que les fonctions Fµ, Gµ et Hµ sont boréliennes.

2a. Soit ν une autre mesure sur R,B(R) telle que ν(R) = 1. Montrer que
∫

R
Fµdν =

∫

R
Gνdµ.

2b. Soit Dµ = {t ∈ R t.q. Hµ(t) 6= 0} et Dν = {t ∈ R t.q. Hν(t) 6= 0}. Justifier que les ensembles Dµ

et Dν sont au plus dénombrables et montrer l’égalité suivante
∫

R

Fµdν +

∫

R

Fνdµ +
∑

t∈Dµ∩Dν

µ({t})ν({t}) = 1.

Exercice 5 Soit µ une mesure sur R,B(R) telle que µ(R) = 1. Pour s > 0 et x ∈ R, on pose :

Hµ
s (x) = Hs(x) =

∫

R

s

s2 + (x − t)2
dµ(t).

1. Montrer que Hs est continue sur R et déterminer la limite de Hs(x) quand x tend vers ±∞.

2. Soit a ∈ R. Déterminer lim
s→0+

sHs(a).

3. Soient a < b deux réels. Déterminer lim
s→0+

1

π

∫ b

a

Hs(x)dx.

4. Soient µ et ν deux mesures sur (R,BR) telles que µ(R) = ν(R) = 1. On suppose que Hµ
s = Hν

s

pour tout s > 0. Montrer que µ = ν.
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Exercice 6 Pour (x, y) ∈ [−1, 1]2, on pose

f(x, y) =

{

xy
(x2+y2)2 si (x, y) 6= (0, 0)

0 sinon

1. Montrer que les intégrales itérées de f existent et sont égales

2. La fonction f est-elle λ2-intégrable sur [−1, 1]2 ?

Exercice 7 Soit la fonction f : R+ × R
+ → R

+ définie par f(x, y) = exp(−xy) sin(x).

1. f est elle λ2-intégrable sur R
+ × R

+ ?

2. Montrer que f est λ2-intégrable sur [0, A] × R
+ pour tout nombre A > 0.

3. En déduire la valeur de I =
∫

∞

0
sin x

x
dx.

Exercice 8 Soit µ une mesure sur (R,BR) telle que µ(R) = 1. Pour x réel, on pose φ(x) =
∫

R
exp(ixt)dµ(t).

1. Montrer que la fonction φ est continue et bornée sur R.

2. Soit n > 1 et a ∈ R. Montrer que

1

2n

∫ n

−n

exp(−iax)φ(x)dx =

∫

R

Kn(t − a)dµ(t)

où Kn est une fonction que l’on explicitera.

3. Déterminer lim
n→∞

1

2n

∫ n

−n

exp(−iax)φ(x)dx.

4. En déduire que si φ est λ-intégrable sur R, alors µ est une mesure diffuse.

Exercice 9 En calculant de deux façons
∫ +∞

x=0

∫ 1

y=0
e−x sin 2xydydx, déterminer la valeur de

∫ +∞

0
e−x sin2 x

x
dx.
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