Université Claude Bernard Mathématiques
L3 Calcul intégral

Examen partiel du 16 avril 2007

Aucun document n’est autorisé. L’usage des calculatrices et des téléphones portables est interdit. Les 6
exerices sont indépendants. Le baréme proposé est indicatif et pourra étre modifié. Pour la correction,
laccent sera mis sur la qualité de la rédaction : un résultat exact mais non justifié vaut 0 point.

Exercice 1 (Question de cours — 2 points)

Soit (X, 7, 1) un espace mesuré. Rappeler la définition de I'intégrale d’une fonction étagée, puis de
I'intégrale d’une fonction mesurable positive.

Exercice 2 (3 points)

On rappelle que la tribu borélienne AR est la tribu engendrée par la famille des intervalles ouverts
Ja,b[, a < b. En déduire que A est aussi la tribu engendrée par la famille € suivante :

% = {] — 0o, 1),t € R}.

Exercice 3 (3,5 points)

Dans cet exercice, p est une mesure sur (R, Zr) qui vérifie les conditions suivantes :
(C1) Vo € R, p({z}) = 0.
(C2) Pour tous réels a < b : p([a,b]) < +oc.

1. La mesure de Lebesgue )\ sur R vérifie-t-elle ces conditions ? Et la mesure de Dirac dg ?
11
2. Calculer lim pu(] — - ED Montrer que p(Q) = 0-
3. Soit A € Br. On définit la fonction f4 comme suit :
A -
z = fa(z) = p(AN[=|z],]z]])

Pourquoi la fonction f4 est-elle bien définie ? Calculer fa(z) pour A = Q.

4. On suppose dans cette question que u = A. Représenter graphiquement l’allure de f4 pour A = R.
Meéme question pour A = [0, 1] (il est inutile de justifier le tracé des graphes).

Exercice 4 (4 points)

(a) Soit I un intervalle de R. Montrer que si (f,,)nen est une suite de fonctions boréliennes positives de

I dans R, alors

neN neN
(b) En déduire la valeur de
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3
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Exercice 5 (3 points)

Déterminer, pour tout o € R, la limite suivante :

1 e -1
lim / <xo‘ + —> dx.
n—oo [q n

Exercice 6 (4,5 points)

Soit (X, 7, ) un espace mesuré tel que p(X) < +oo et (f,,) une suite de fonctions mesurables de X
dans R, convergeant simplement vers une fonction f.

1.
2.

La fonction f est-elle nécessairement mesurable ?
On pose pour &k € N* et n € N,

B = (V{r € X b [fy(@) = f(2)] < 17k}
p=n
Montrer que Ef € 7 Quelle relation y a-t-il entre E¥ et EX | ? entre E¥ et EXF1?

Montrer que Vk € N*, X = J, .y E¥. En déduire que

* 9
Ve > 0,Vk € N*,3n; € N t.q. u(X \ EF ) < o

En déduire que Ve > 0,34 € 7 tel que pu(A) < € et (f,,) converge uniformément vers f sur X \ A.
Ce résultat s’appelle le théoréme d’Egoroff.



