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L3 Calcul intégral

Examen du 9 juin 2008 : corrigé succinct

Exercice 1

la.
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lc.
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La fonction ¢ + t¢~1(1 — ¢)~! est positive et continue sur ]0,1[. En 0 est elle équivalente a 1/t1 =2
donc intégrable au voisinage de 0 si et seulement si 1 —a < 1. De méme, elle est intégrable au
voisinage de 1 si et seulement si 1 — b < 1. Finalement B(a,b) < 400 <= a > 0et b > 0.

La fonction ¢ — t“~te~! est o(1/t?) au voisinage de +oo (comparaison polynéme vs exponentielle)
donc intégrable. Elle est équivalente a4 1/¢17¢ en 0. Finalement I'(c) < +00 < ¢ > 0.

Soit V' =]0,400[>. On a H(U) C V. On pose K(s,t) = (s +t,5%). On vérifie que K(V) C U
et que Ho K =id, K o H = id. Ainsi H est une bijection de U sur V dont K est la bijection
réciproque.

L’application H est de classe C! (ses coordonnées sont des fonctions polynomiales). On calcule
jacobien

v U
l1—-v —u

J‘ =—u#0

Ainsi H est un C!-difféomorphisme de U sur V.

Soit > 0,y > 0 et En utilisant le changement de variables H, on obtient

I= /U(uv)afl(ua — ) e ud Ay (u, v) = (/OOO ua+bleudu) </01 v (1 - v)bldv) .

La derniére égalité est justifiée par le théoréme de Tonelli (fonctions boréliennes positives, mesures
o-finies). On obtient donc I =TI'(a + b)B(a,b).

Par ailleurs, on peut directement appliquer le théoréme de Tonelli pour calculer T

= (/Ooo sa_16_5d8> (/OOO ta—le—tdt> — T (s)0(t)

On obtient bien la formule demandée.

En choississant @ = b = 1/2, on obtient B(1/2,1/2) =T'(1/2)?/I'(1). On calcule
(1) :/ e tdt = [—e*t]go =1.
0

B(1/2,1/2 dx = [—arcsin(1 — 23:)](1) =

>:/ol¢ﬁd“/olw—5——w

On trouve donc I'(1/2) = /7.

Par parité, on a J = [* e dy =2 I e~ dz. En faisant le changement de variable y = 22, on
trouve

7=2 N exp(—y>;ij§ —T(1/2) = V7.



3. Soit S = (s;;) une matrice telle que A = STS. On a alors a;; = Y pq SikSjk. Comme A est in-
versible, .S est aussi inversible. On effectue le changement de variables y = Sz, i.e. y; = Zzzl SikTk-
D’aprés la formule du changement de variables linéaire, on a

1 " 1 n
K = - 2 PR = - 2 DR
|det S| Jgn exp ( Z yk) dAn(y1, »Yn) |det S| / N kl;[l exp( yk)d/\n(ylv 7yn)

k=1

En appliquant le théoréme de Tonelli, on obtient

1 z Jm /2
K=—"— —y2)dyy, = =
[ det S kHl/ReXp( Y)Yk = 13551 ~ Tdet 5|

En remarquant que det M A = det S det ST = (det S)?, on arrive a la formule

7.(.n/2

Vdet A

Exercice 2
On note M = sup g |f()| ; f est bornée donc M < +oo.

z—

2\/%”. On a

1. On effectue le changement de variables y =

1
2/t

Soit (,) une suite de nombres strictement positifs tendant vers 0. La suite de fonctions continues
y — f(x + 2yty) exp(—y?) converge vers y — f(x)exp(—y?) et est majorée par la fonction
intégrable y — M exp(—y?). D’aprés le théoréme de convergence dominée, on a

u(z,t) =

/ " Je + 2iy) exp(—y?)2idy — > / " fe + 2Viy) exp(—yP)dy

lim u(x,t,) = % /:’0 f(x) exp(—y?)dy = f(x)

n—oo

d’aprés la valeur de J calculée a I'exercice précédent. Comme c’est valable pour toute suite tendant
vers 0, on a
lim u(x,t) = f(x).

t—0+t

2. Soit t,, une suite qui tend vers +o0o. D’aprés 'hypothése sur f, lir+n f(z +2vty) exp(—y?) = 0
n—-—+oo
siy #0. (=f(z) siy =0). En appliquant le théoréme de convergence dominée de la méme maniére
qu’a la question précédente, il vient

nlgr;o u(z, t,) = % /j)o f(z)1i0ydy = %f(())/\({()}) =0

C’est vrai pour toute suite (¢,) donc
lim wu(z,t) = 0.

t—o0
3. On pose g(z,t,z) = f(z)e”@=2)"/4 Fixons = € R. Alors

e La fonction ¢t — g(z,t, 2) est continue & z fixé.
e La fonction z — g(x,t,2) est mesurable a ¢ fixé.

e Pour 0 <t < a, |g(z,t,2)| < Me=(@=2)"/40 quj est intégrable



D’aprés le théoréme de continuité, t — [ g(z,t, z)dz est donc continue sur [0, a] pour tout a, donc
sur R*. Ainsi ¢ — u(x,t) est continue sur R .

e La fonction ¢ — a—?(x t,z) = f(z )(ztf) —(@=2)*/4t st de classe C! & z fixé

e Pour 0 < a <t <b, |8—§(x,t,z)\ < ﬂf (x — 2) 26=(2=2)"/4b qui est intégrable (car négligeable
devant 1/22 en +00).

D’apreés le théoréme de dérivabilité, t — [ g(x,t,2)dz est donc de classe C' sur [a,b] pour tout
0 < a <b, donc sur R%. Ainsi t — u(z,t) est C' sur R% et I'on a (dérivation d’un produit).

Ou _a=2? 17—2) o—(=2)" /4t
(. 1) = 4ﬂ3/2/ e 2W/ e a2

4. Fixons t > 0. Alors

e La fonction x — g(z,t,2) est continue (et méme C? pour anticiper) a z fixé.
e La fonction z — g(x,t, z) est mesurable & z fixé.

e Soit x € [~a,a). Ona (z —x)2 > 2% — 2a|z| — a2, dout |g(x,t, z)| < Me(~2"F2alzl+a*) /4t quj est
intégrable (car négligeable devant 1/22 en +00).

D’aprés le théoréme de continuité, x — ng x,t,z)dz est continue sur [—a,a] pour tout a, donc
sur R. On a %(x,t, z) = —f(2)%Fe (@ 2*/4  que T'on peut majorer lorque = € |[—a,a] par
M %Jfl exp((—22 + 2a|z| + a?)/4t) qui est intégrable comme précédemment. Par le théoréme de
dérivabilité, x — fR g(z,t,2)dz est de classe C*. On peut appliquer ce méme théoréme a la dérivée.

En effet, on a
0%g 1
2 = —f() e

L’utilisation du théoréme est justifiée par la majoration

e~ (@—2 4t ( _Z)2 —(z—2)%/4t
(z=2)?/ +f()T6( )/

0%g

Py

1 (a+]2)? —(—2242a|z|+a?) /4t
(l‘7t,2>|<M<2t+4t2 e z a a

Ainsi z — u(xz,t) est de classe C? et

% e (s )&= @ aeg,

4¢2

(@9) 2\F/

5. Il suffit de vérifier que les deux formules coincident.



