Université Claude Bernard Mathématiques
L3 Calcul intégral

Feuille d’exercices numéro 1
Intégrale de Riemann

Premiére approche du théoréme de convergence dominée

Exercice 1 : révisions sur les intégrales convergentes/divergentes)
Parmi les intégrales suivantes, lesquelles convergent (et éventuellement pour quelles valeurs des para-
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Exercice 2  Pour chacune des suites de fonctions données, montrer que J, = [; fn(x)dx converge et
calculer la limite de la suite (J,,).

) I=D01] et fule) = ;s onl <a<2
. n2z exp(—n2z?)
b) I =[A,+oo[ou A >0 et fr(x) = —iaa

c) I =[0,1] et fo(z) = \/ﬁl[%,%[(x)

Exercice 3  On pose f,(z) = n(l — )" sin?(nz)1p 1 ().
a) Déterminer la limite simple (notée f) de la suite (f},).
b) Justifier que, Vu > 0,1 — u < exp(—u).
¢) En déduire que la suite ([ fn(2)dz),, converge et que
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Exercice 4 Soit f : RT — R une fonction continue. On suppose de plus que fooo f(z)dx existe.

Déterminer la limite suivante : N
o0

lim exp(—nsin? z) f(z)dz.
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Exercice 5 (Examen juin 2007) On considére pour n € N,n > 2, les fonctions f, :]0,400[— R
définies par
1

fn(z) = W

(1) Montrer que pour tout n > 2, fooo fn(x)dz converge.
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(2) Démontrer que pour n > 2 et z > 1, on a f,(x) <



—+oo
(3) Calculer hIE / fn(x)de.
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Exercice 6 (Examen janvier 2009) On considére pour n € N, n > 2, les fonctions f, : [0, +oo[— R
définies par
1

f"(x):1+a:+x2+---+x”'

1. Montrer que pour chaque n > 2, I'intégrale I,, := 0+OO fn(x)dx converge.
2. Montrer que la suite (I,,) est convergente et déterminer sa limite.

Exercice 7 (*) Pour tout n > 1, on pose f,(x) = (1 — %)”1[07\/,,7](55), gn(z) = (1 - %Q)I/an(x) ,
oo oo
I, = / fu(x)dz et J, = / gn(x)dx.
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1. Mont I,J, = —.
ontrer que nrid

2. En déduire la valeur de / e dr.
0

Exercices plus abstraits sur ’'intégrale de Riemann

Exercice 8 La définition de la Riemann-intégrabilité fait intervenir une inégalité entre une borne
supérieure et une borne inférieure. Une inégalité est toujours vraie méme si la fonction n’est pas Riemann-
intégrable ; laquelle ?

Exercice 9 Montrer que la somme de deux fonctions en escalier est une fonction en escalier, et que la

formule [ f+ g = [f+ [g est vraie pour les fonctions en escalier. En déduire que la somme de deux
fonctions Riemann-intégrables est Riemann-intégrable, et que la formule [ f+ g = [ f+ [ g est vraie
pour les fonctions Riemann-intégrables.

Exercice 10 Montrer que la fonction indicatrice des rationnels 1q n’est pas Riemann-intégrable.
Exercice 11  On consideére la fonction g : [0, 1] — R définie par

g(:v)={? zg?

= x:Eavecp/\qzl

Montrer que g est Riemann-intégrale. En considérant la fonction 1jg ;;, montrer que la composition
de deux fonctions Riemann-intégrables n’est pas forcément Riemann-intégrable.



