Université Claude Bernard Mathématiques
L3 Calcul intégral

Feuille d’exercices numéro 10
Changements de variables — Exercices de révision

Exercice 1 (Examen juin 2008).

1
Pour a,b,c > 0, on pose B(a,b) = / t" 11 =) dt et T(c) = / tete~tat
0 0
la. A quelles conditions sur a,b a-t-on B(a,b) < +0o? A quelle condition sur ¢ a-t-on I'(¢) < 400 ?.
1b. Soit H : (u,v) — (s,t) avec s = uv et t = u(1 — v). Montrer que H est un C'-difféomorphisme de
Pouvert U =]0, +00[x]0, 1] sur un ouvert V' a préciser.

lc. Soit a > 0,b> 0 et
I= / s e (5T Ny (s, ).
R* xR%

En calculant I de deux maniéres différentes (I'une d’elles utilisant le changement de variables H),

montrer que pour tous a,b > 0,
L(a)I'(b)

B(a,b) = Tt (1)

2a. En choississant a = b = 1/2 dans la formule (1), calculer I'(1/2). Indication : on pourra remarquer
que 1 — (1 —22)% = 4z(1 — z).

2b. Déduire de la question précédente que

/ e dr = /7

—0o0

3. Soient n € N* et A = (a;;) € M, (R) une matrice symétrique et définie positive. Calculer I'intégrale

K = exp | — Z @iz | dAp(T1,- -, &n).

R 1<i,j<n

Indication : on rappelle que toute matrice symétrique positive s’écrit sous la forme A = ST'S, ou
S € M,(R) et ST désigne sa matrice transposée. On pourra utiliser le changement de variables
y = Sz.

Exercice 2 (Examen janvier 2009)
Pour n > 1, soit D,, = {(x1, -+ ,2) ER™"0< 21 <23 < -+ <, < 1}
1. Justifier que D,, est un borélien de R™.

2. Soit I,, = / Ty Tpdry - - day,.
an
(a) Etablir une relation entre I,, et I,,_1.

(b) En déduire la valeur de I,,.

Exercice 3

1. Soit H : (u,v) — (s,t) avec s = uv et t = u(1 — v). Montrer que H est un C'-diffeomorphisme de
Iouvert U =0, +00[x]0, 1[ sur Pouvert V = (R%)?.

2. Soit x > 0,y > 0 et
I= / sy L= (D gy,
R+ xR

En utilisant le changement de variables H, calculer I et retrouver la formule établie a I'exercice 1.



Exercice 4 (examen janvier 2007, 2éme session)
Soit Ay la mesure de Lebesgue sur R2. Soit 0 < a < b. On pose

D={(z,y) eR*t.q 0<z<y<+a2+1leta<ay<b}

(a) Montrer que D est un borélien.

w=y?— 22

(b) A Taide du changement de variables { , que 'on justifiera, calculer I'intégrale I =

v =2y

/ (y* — %)™ (2% + y*)dX\2(z,y) en fonction de a et b.
D

Exercice 5 (examen juin 2008, 2éme session)
n

On note S = {x € R" t.q. Zx? =1}
i=1

1. Montrer que S est borélien.

2. Calculer A, (S5).

n
Indication : Comment écrire S en fonction de B(r) = {z € R" t.q. Z 7 <r}?
i=1

Exercice 6 (examen juin 2007)
Soit U la partie de R? définie par

U={(u,v,w) €ER3t.q. u>0,v>0,w>0etuv<1luw<1ow<1}

(1) Montrer que U est borélien.

(2) On note A3 la mesure de Lebesgue sur R®. Calculer I'intégrale suivante

Iz/ wvw dAsz(u, v, w).
U

On pourra, aprés 'avoir justifié, utiliser le changement de variables suivant
(z,y,2) = ®(u,v,w) = (Vvw, Vwu, Vuv).

Exercice 7 Soit f : R™ — R™ une application borélienne. On fixe a, b, c > 0 et on note

Iope= / 2P (a4 y + 2)dedydz.
(RT)3

1. Soit H : (x,y,2) — (u,v,w) avecu = x +y+ 2, v = IITU et w = zfgﬂz

C'-difféeomorphisme de (R*)? sur un ouvert V de R? & expliciter.

. Montrer que H est un

2. En utilisant H et la formule établie a ’exercice 1, en déduire que

_ D@r®rc) = atbre—1
Iobe= m/o Flu)urttre=lgy

3. Soient a, 3,y > 0. Soit I'intégrale

J—/ dxdydz
s Ly 2

A quelle condition sur «, 3,~ l'intégrale J est-elle finie ?



4. Soit B = {(z,y,2) € R? t.q. 22 + y*> + 2? < 1}. En utilisant la question 2, calculer
L= / |z Yy [Pt 2| T dadydz.
B

Que retrouve-t-on dans lecasa=b=c=17

Exercice 8 (examen janvier 2007, 1ére session)

Partie 1 - - )
Pour a > 0 et > 0, on pose H,(z) = / e~ @54t On rappelle que / et dt = 5\/7?
0 0
(a) Montrer que la fonction H, : [0, +0c0[— R est continue.
(b) Calculer H,(0).
(c) Montrer que la fonction H, est dérivable sur |0, 400
(d) Calculer, pour z > 0, H,(x) en fonction de H,(z) (on pourra utiliser le changement de variable
t = < avec a convenablement choisi).
1
(e) En déduire que H,(x) = 3 E6_2‘/ﬁ, a>0,z>0.
V a
Partie 2

On note )y la mesure de Lebesgue sur R2. On rappelle que la fonction I' est définie par
o0
I(a) = / t*tetdt,a > 0.
0

Pour o > 0, on pose
J(a) :/ e_(zy2+y%)a:°‘7%d/\2(x,y).
(R%)?

N

(a) En utilisant la partie 1, montrer que J(a) = Sat1 I(w).

u = x>

v=ux/y?

o=t (5)r(44)

(¢) En déduire la formule T(2)I'(24L) = Y5 T(a), a > 0.

(b) En utilisant le changement de variables { (que l'on justifiera), montrer que




Exercice 9 (examen juin 2007, 2éme session)
On rappelle qu'on note Ay la mesure de Lebesgue sur R?, et que la fonction “cosinus hyperbolique”

est définie par cha = 3 (exp(z) + exp(—x)).

1) On se donne les trois intégrales
A:/ dXo(s,1) ’ B:/ dXo(s,t) ’ C:/ dXo(u,v)
R2 chs+cht r2 chs+cht r2 chuchv
(a) Vérifier que B = 4A et C' = 7%

(b) En faisant le changement de variables s = u — v,t = u + v, prouver que B = C et donner la
valeur de A.

2) On considére la fonction H : R% — R définie par
+oo
H(x) = / exp(—x cht)dt.
0

(a) Démontrer que H est décroissante et continue sur ]0,+oco[. Déterminer les limites de H(x)

lorsque x tend vers 0 et lorsque = tend vers +oc.
“+oo

(b) Vérifier que H(x)dx = g
0
+o0 2
(c¢) En utilisant l'intégrale A de la partie 1, montrer que / H(z)?dx = %
0



