Université Claude Bernard Mathématiques
L3 Calcul intégral

Feuille d’exercices numéro 7
Théoréme de convergence dominée.

On note A la mesure de Lebesgue sur R.

o
Exercice 1 (Examen juin 2008 session 2). Calculer la limite lim %gj/n)dx

Indication : Comment majorer sinu lorsque u est proche de 07
Exercice 2 Soit (X, .7, 1) un espace mesuré et f : X — R une fonction p-intégrable.
1) Pour n > 0, soit A, = {z € X t.q. |f(z)] > n}. Déterminer nli)rfm[A fdp.
2) On suppose de plus que f est a valeurs strictement positives. On fixe A € F, u(A4) < +o0. Déterminer

lim / .

n—oo A

Exercice 3 Soit 1 une mesure sur (R, Zr) telle que u(R) =1 et [ exp(alt|)du(t) < +oo, Ya > 0.
a) Montrer que ¢t — ™ est p-intégrable pour tout entier positif n.
b) Soit z € C. Montrer que t — exp(zt) est p-intégrable.

¢) On pose F(z) = / exp(zt)du(t). Montrer que F' a un développement en série entiére de la forme
R

F(z)= Z anz",

neN

ou 'on explicitera les coefficients (ay,).

Exercice 4 Soit p une mesure finie sur ([0, 1], %o 17). Pour k € N, on pose

mi =) = [ due).

[0,1]

a) Déterminer lim my.
k—o0

b) Pour v > 0, p € N, a €]0, 1], on pose
B = [ esp (/e due)
0,1

Montrer que

(=D* 7"
Ip(v,a) = Z Ll ok Pk
keEN
c) Déterminer lim J,(v,a).
p—00

d) Soient p et v deux mesures finies sur [0, 1] vérifiant my () = my(v), Yk € N. Déduire de ce qui précéde
que pour tous a,b dans [0, 1] vérifiant a < b, on a p([a, b)) = v([a, b]).
e) En déduire que p = v.

Exercice 5 Soit (X,.7, 1) un espace mesuré; on suppose que la mesure y est finie. Soit f: X — R™T

n
/ dup. Calculer lim I,,.
x 1+ f" n—-+oo

une fonction .7 — mesurable et, pour n > 1, I, =

Exercice 6 Soit (X, .7, u) un espace mesuré et f : X — RT une fonction telle que, pour tout n > 1,
J™ est u— intégrable. On pose A ={z € X t.q. f(z) > 1}, B={z € X t.q. f(x) > 1} et J, = [ f"du

1. Montrer que les propriétés suivantes sont équivalentes :



(a) Lasuite (Jy,),, est convergente.
(b) La suite (J,), >, est majorée.
(¢) u(B)=0.
2. Montrer que les propriétés suivantes sont équivalentes :

+o0o
(d) La série Y (—1)"*1J, est convergente.

n=1

(e) La suite (J,),>, converge vers 0.

(f) u(A) =0.

Exercice 7 Soit (X, 7, ;1) un espace mesuré et (fy,),,- une suite décroissante de fonctions y1— intégrables
convergente vers 0 u-pp. Montrer que

+o0 too
S0 [ = | <Z(—1)"fn> dn.

n=1

On pourra utiliser les résultats du cours de L2 sur les séries alternées.



