Université Claude Bernard Mathématiques
L3 Calcul intégral

Examen du 7 juin 2010 : corrigé succinct

Exercice 2

On a D = {,cn» Dn ot Dy, est Pensemble des réels « tels que p({z}) > 1/n. Or D, contient au plus n

éléments distincts. En effet, s’il en contenait n + 1, disons x1,...,Zn+1, On aurait
1 1
#(Dn) 2 p({z1}) + -+ p({zna}) 2 — 4 2 > 1

contredisant u(R) = 1.
Ainsi D g’écrit comme réunion dénombrable d’ensembles finis, donc D est au plus dénombrable.

Exercice 3

2
On note f(z,t) = ln(ll_:rixf)

1. Par « croissances comparées », on a In(1 + tz?) = o(y/z) quand z tend vers +oo (¢ fixé). Ainsi f(z,t) =
o(1/x3/?) et intégrale est convergente en 4-oco. La fonction z +— f(z,t) est continue sur R*, et F(t) est
donc bien définie.

2. On applique le théoréme de continuité des intégrales a parameétres pour ¢ € [0,7]. La fonction ¢t — f(z,t)
est continue, la fonction = +— f(z,t) est borélienne (car continue) et on a |f(z,t)| < f(z,T). Comme
x — f(z,T) est une fonction intégrable (cf question 1), l'utilisation du théoréme est justifiée et f est
continue sur R*.

3. La fonction t — f(x,t) est de classe C' et %(SL‘J) = % Soit € > 0 ; lorsque t € [g, 400 on a la
majoration
af x2

0| = T

La fonction majorante est intégrable sur R, le théoréme de dérivation des intégrales & paramétre implique
donc que F est dérivable sur [¢, +oo[. Comme c’est vrai pour tout € > 0, F' est en fait dérivable sur Ry .

22
4. On calcule T asms) = i (ﬁ — H—ﬁ)’ lorsque ¢ # 1.

5. On apourt>0,t# 1,

<1 1 1 T 1
F'(t) = / ( _ > dr = — ————.
®) o t—=1\1+22 1+ta? 2 V/t(1 4+ /1)
Comme F’ est continue sur R, cette expression est aussi valable pour ¢t = 1.

6. On intégre : F(t) = wIn(1 + v/t) + cte lorsque ¢ > 0. Par continuité, cela est aussi valable pour ¢t = 0. Le
cas t = 0 permet de conclure que la constante est nulle.

Exercice 4

Soit E =|1,4[x]1, 3], et ®(z,y) = (zy,z/y) et ¥(u,v) = (vuv, /u/v). Ona ®(D) C E, ¥(E) C D, Po¥ =1d
et Wo® =1Id. Ainsi ¥ est une bijection de E sur D, et U = &1, De plus U est de classe C*. On calcule que le
jacobien de ¥ vaut —% et ne s’annule pas, c’est donc un C*-difféomorphisme. Par le théoréme de changement
de variables,

1
I—/E(uv—&—u/v)%dudv.

L’intégrale se calcule alors & I'aide du théoréme de Tonelli, on obtient I = 1 f14 udu - ff’(l +1/v?)dv = 10.



Exercice 5

1)

2a)

2b)

On a bien p(0) = [0dv = 0. Si (An) est une suite d’éléments de F deux a deux disjoints, alors

M(UAH) :/flUAndz/:/fZIA"dy.

L’échange f — Y est justifié car les fonctions sont mesurables positives, donc

p(UAn) :Z/flAndV:ZM(An)-

Ainsi p est une mesure. De plus, comme fla4 < 14, on a u(A) < v(A) pour tout A € F, donc p est finie
et p < v.

La fonction g est mesurable comme maximum de deux fonctions mesurables. Soit B = {z t.q. fo(z) >
fi(z)}. Pour tout A € F, on a

/gdu:/(glAmB +glAnBc)du:/fglAanz/+/f11AnBch<;L(AﬁB)—i—,u(AﬂBc):u(A)
A

Remarquons que M < v(X) < 400 ; de plus H est non vide car il contient la fonction nulle. Par
définition de la borne supérieure, pour tout n € N* il existe f, € H tel que [ fodv > M —1/n. On
pose gn = max(fi,...,fn). On a gn > fn, donc liminf [ godv > lim [ f,dv = M. De plus g, € H
d’apreés la question précédente (par récurrence sur n, le max de n fonctions de H est encore dans H). Ainsi
J gndv < M, d’ott on tire lim [ gndv = M. La suite g, est croissante par construction.

La suite (gn) converge car elle est croissante est majorée. Pour tout A € F, on a par le TCM

/ gdv = lim/ gndv < p(A),
A A

ce qui montre g € H. De plus on a [ gdv = M par le TCM.
Remarque : on peut montrer (ce n’est pas facile) que l'on a l'égalité u(A) = fA gdv pour tout A € 7.

La réponse est oui. Il faut raisonner comme dans la preuve du théoréme d’unicité des mesures.

On note % 'ensemble des réunions finies d’intervalles de R, qui est égal & ’ensemble des réunions finies
d’intervalles deux & deux disjoints. Alors & est un clan.

On a p(I) < v(I) pour tout intervalle I : on le sait par hypothése pour les intervalles ouverts, et on utilise
le fait que tout intervalle est l'intersection d’une suite décroissante d’intervalles ouverts I,,, et que comme
les mesures sont finies on peut écrire p(( 1) = lim pu(I,) < limv(l,) = v( In).

Comme la mesure d’une union finie disjointe est la somme des mesures, on conclut que pu(A) < v(A) pour
tout A € €.

Soit maintenant D = {A € #r t.q. u(A) < v(A)}. Alors D est une classe monotone (c’est une conséquence
de la propriété de la mesure d’une union croissante / d’une intersection décroissante ; on utilise & nouveau
le fait que les mesures sont finies). De plus D contient ¢, donc aussi la classe monotone engendrée par €.
Par le théoréme de la classe monotone, cette derniére coincide avec la tribu engendrée par %, qui est la
tribu borélienne. Ainsi p < v.



