Université Claude Bernard Mathématiques
L3 Calcul intégral

Feuille d’exercices numéro 4
Intégration sur les esapces mesurés (2) : intégration des fonctions positives et théoréme de convergence
monotone.

Dans toute cette feuille, (X, F, ) désigne un espace mesuré.

Exercice 1 Vrai ou Faux?

(1) Si f =14 avec A € F, alors [ fdu = p(A).

(2) Si f: X — [0, +00] est mesurable et vérifie u(f~1({+o00})) = 0, alors f est intégrable.
(3) Le produit de deux fonctions intégrables est intégrable.

Exercice 2 Ecrire de maniére plus simple la quantité [ fdu dans les cas suivants :
(a) X =N, F = Z(N) et u(A) est le cardinal de A (mesure de comptage).
(b) Fixons z € X, F = Z(X) et posons p(A) = 14(z) (mesure de Dirac).

Exercice 3 Sommes doubles. Soit (ay i )nen ren une famille de nombres positifs. Montrer que
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Indication : utiliser le théoréme de convergence monotone!

Exercice 4 Fonctions positives d’intrégrale nulle. Soit f : X — R une fonction mesurable positive.
Montrer que [ fdu = 0 si et seulement si f = 0 p-presque partout.

Exercice 5 (Partiel automne 2006) Soit p une mesure sur (R, #R) telle que u(R) = 1.
1) Soit (f,,) une suite décroissante de fonctions boréliennes et positives qui converge simplement vers f.
On suppose que fj est intégrable (c’est-a-dire que [ fodu < oo). Montrer que

liar_l fndu:/fd,u.

Pour n € N, on pose I,, = / (cos t)*"du(t).

R
2) Montrer que ¥n € N, I, < 0.
3) Montrer que la suite (I,,), est décroissante.
4) Déterminer lim I,,.

n—oo

Exercice 6 Mesure a densité. Soit f: X — R une fonction mesurable positive. On pose, pour A € F,

A(4) = /A i = [ 1afdn.

Montrer que A est une mesure (que 'on appelle mesure de densité f par rapport a ).
Indication : utiliser le théoréme de convergence monotone.

Remarque : le résultat est plus fort que le lemme 3.3 du cours qui couvre le cas oul f est étagée.

Exercice 7 Ensembles de niveau. Soit f : X — R une fonction mesurable positive. Pour ¢ > 0, on
pose S¢(t) = {x € X t.q. f(x) > t}, et Wy(t) = u(S¢(t)). Montrer que

/deuz /OOO v (t)dt.

Indication : commencer par le cas ol f est étagée, puis raisonner par approximation.



Exercice 8 Complétion d’une mesure. Soit p une mesure sur (X, F). On dit qu'une partie S C X
est p-négligeable s’il existe A € F tel que S C A et u(A) = 0. On dit que p est complete si toute partie
p-négligeable est dans F.

1. La mesure de Lebesgue sur (R,.ZR) est-elle compléte ?

2. Soit p une mesure sur (X, F) qui n’est pas compléte. On pose
F={FEUS;E € F, S négligeable}.

Montrer que F est une tribu, qu’il existe une unique mesure i sur (X, F) qui coincide avec y sur
F, et que ju est compléte.

Exercice 9 Fonctions mesurables et série harmonique. Soit f : X — [0, +00] une fonction mesu-
rable. Montrer qu'il existe une suite (A;) d’éléments de F telle que

I= leAJ-
=17

On retrouve ainsi le fait (vu en cours) que toute fonction mesurable positive est la limite d’une suite
croissante de fonctions étagées positives.
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Indication : on peut poser A1 = {z € X t.q. f(z) > 1}, puis par récurrence A, = {$ € X t.q. f(z) > % + E flAj (a:)}
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Exercice 10 (Partiel avril 2007)
(a) Soit I un intervalle de R. Montrer (vu en cours cette année) que si (f,)nen est une suite de fonctions
boréliennes positives de I dans R, alors

Z/Ifn(x)dx:/I<Z fn(a:)> dz.

neN neN

(b) En déduire la valeur de
+oo “+o00 T
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Exercice 11 (Partiel avril 2007)
Déterminer, pour tout a € R, la limite suivante :

1 er\ !
lim %+ — dx.
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Exercice 12 (Examen juin 2007)
Soient (E,F, ) un espace mesuré et f : £ — RT une fonction mesurable.

(1) On suppose que j est finie. Pour n € N, soit E,, = f~1([n,n + 1[). Montrer que f est u-intégrable si

et seulement si Z nu(E,) < +oo.
n=0
(2) On ne suppose plus que g est finie. Pour n € Z, soit F,, = f~1([2",2"*![). Montrer que f est

p-intégrable si et seulement si Z 2"u(F,) < 4oo.
neZ



