ENS LYON Informatique
L3 Probabilités

Devoir maison numéro 1
Corection.

Exercice 1

Remarque. Certains d’entre vous ont préféré snober l'indication et travailler avec la formule de
Stirling, ce qui est plus fastidieuz.

Soit k€ N. On a P(Ty > k+ 1Ty > k) = P(Xp1 € {Xu,..., Xy} card{ Xy, ..., X} = k) = 25

On en déduit par récurrence sur k la formule P(Tx > k) = Hk ! (1 — —) En utilisant 'indication, on
a donc si k < N/2,
k-1 .
i k(k—1)

k=1 . 5 5
1 7 k(k—1 k
P(Tn> k) > eXp( ZN‘Nz>>eXP<‘(2N)‘N2)-

Pour k = [tV/N| avec t > 0 fixé (qui vérifie k¥ < N/2 pour N assez grand), les deux encadrements
convergent vers exp(—t2/2). On en déduit

. Tn ) 1 —exp(—t?/2) sit>0
lim P|——=<t)=1- lim P(ITy > [tVN]) =
Jim P (A <t) =1 Jim Py > 18VA) {o

On en déduit que le « cherché est 1/21og(100/99) ~ 0.14.

Exercice 2

Remarque. Une difficulté de l’exercice était de réussir & magjorer astucieusement la borne obtenue par
linégalité de Chernoff pour éviter des calculs inutilement lourds. Quelques uns d’entre vous ont proposé
Uapproche élégante présentée ici, qui n'utilise méme pas l'hypothése o > 100 !

On choisit les entiers ky,- - , ky, 1.i.d. de loi uniforme dans {0,...,n — 1}. Alors la variable aléatoire
B; ; suit une loi de Bernoulli de paramétre ¢; := %(Al,l + .-+ A;1,). Fixons un indice de colonne
j€{1,...,n}. Le nombre de 1 dans la jéme colonne de B est X; := By j+---+ B, ;. Pour tout j fixé, les
variables aléatoires (B, ..., By, ;) sont indépendantes et on peut donc appliquer l'inégalité de Chernoff
(version II) pour conclure que pour tout € > 0, en posant y = E[X}]

52
P(X; > (1+e)u) <exp (—u2+5) :

On a p = an, et on choisit e = C'y/nlogn/an pour une constante C' & déterminer. On a donc

an - C?nlogn/(an)? C?logn C?logn
P I = - = _Z o
(X; 2 an+ C+y/nlogn) exp< e exp a2+ ) < exp o )

ol pour la derniére inégalité on a utilisé a < 1 et v/nlogn < n. Par la borne de 'union, on a donc

21 2
P( sup X; > an+ Cy/nlogn) <nexp< ¢ ogn) —pl-3io.
1<k<n 2+C

Cette probabilité est strictement inférieure & 1 pour C' = 2. Ainsi il existe une matrice B € A dont chaque
colonne contient au plus an + 2v/nlogn coeflicients égaux a 1.



Exercice 3

Remarque. J'ai lu beaucoup de raisonnements incorrects dans la question 2. Notamment plusieurs
d’entre vous ont affirmé que si k est le cardinal mazimal d’un ensemble de vecteurs deux 6 deux o distance
au moins n/4 dans Hy, alors P(d(X,Y) = n/4) < k/2"™. C’est faux (considérer n =4 si vous n’étes pas
convaincus).

1. C’est une application facile de 'inégalité de Chernoft.

x Y

2
| = 2d(z,y). 11 suffit

n

2. Six, y € H,, les vecteurs % et % sont de norme 1. De plus ‘

donc de justifier I’énoncé suivant : pour tout n, il existe un sous-ensemble A C H,, vérifiant
card A > exp(n/16) et d(x,y) > n/4 pour tous x # y dans A.

Soit N = [exp(n/16)], et (Xi,...,Xn) i.i.d. de loi uniforme sur H,. Par la question précédente
pour § = n/4 et la borne de 'union,

PE1<i<j<N:d(X;,X;)<n/4) < (J;f) exp(—n?/8) < (N —1)%exp(—n/8) < 1

Ainsi, avec probabilité strictement positive, 'ensemble A = {X;,..., Xy} est formé de points
(nécéessairement distincts) deux a deux a distance au moins n/4.

Exercice 4

Remarque. Vous avez quasiment tous proposé la majoration facile p < 1/2 et la minoration p > 1/3
en considérant la stratégie qui consiste pour chaque joueur & choisir U'indice du premier 1 (ou, plus
rarement, du premier 0; ¢a marche aussi!). Je suis un peu dégu que personne n'ait écrit d’algorithme
pour chercher de meilleures stratégies. J’en ai appris plus sur ce probléme sur Math Overflow, cf. https:
// mathoverflow. net/ questions/ 326669

On démontre les bornes 2—70 <p< %, soit p € [0.35,0.375].

Borne inférieure. On considére la stratégie suivante. On définit une fonction f: {0,1}% — {0, 1,2}
par f(110) = f(100) = 0, f(001) = f(101) = 1, f(010) = f(011) = 2, et par une valeur quelconque
pour f(000) et f(111) (peu importe le choix). Si Alice et Bob choisissent tous les deux cette stratégie
en ne considérant que leurs 3 premiers bits, on vérifie en énumérant les 64 cas qu’ils gagnent le jeu avec
probabilité 2 — C’est déja mieux que 3 1

On peut ensuite utiliser 'astuce sulvante : soit k4 minimal telle que Asy,, Ask,+1 €t Ask,+2 ne soient
ni tous égaux a 0 ni tous égaux & 1. Alice choisit @ = 3ka + f(Ask,, A3k s+1, Aska+2). Bob applique la
méme stratégie pour définir kp et b. Conditionnellement & k4 = kp (événement de probabilité 2 £, comme
on le voit en sommant une série géométrique), ils gagnent dans 15 des 36 cas, donc avec probablhte =
Conditionnellement akq < kpouky > kg, ils gagnent avec probabilité 1 7+ La probabilité de victoire est
donc %% -|- = 2%

Borne superieure. Il est commode de supposer que les suites (A,) et (B,) sont a valeurs dans
{=1,1} au lieu de {0,1}, ce qui ne change rien au probléme. Notons comme dans Pénonceé a = fa(4,)

et b= fg(B,). Puisque les événements {4, = 1} et {B, = 1} ont probabilité 3, on a
P(Ab =B, = 1) =5 _P(Ab =1,B, = _1) :P(Ab =B, = _1) =5 _P(Ab =-1,B, = 1)7

et donc
E[A,B,] =P(Ay = B,) — P(4y = —-B,) =4P(4, =B, =1) — 1.

Pour montrer p < 2, il suffit donc de montrer que E[A,B,] < %. L’astuce est de considérer a’ = fa(—4,),
P'indice choisi par Alice lorsqu’elle voit la suite opposée a (A,,). Puisque (A, B,) et (—A,, B,,) ont méme
loi, on a E[AyB,] = E[—ApBy/]. Ainsi

E[A,B,] = E[4y(By — Bo)] <E|B, — By| <1,

ou la derniére inégalité vient du fait que conditionnellement & (4,), |Bs — Ba| est soit nul (si a = a’)
soit de méme loi que |B; — Bs| (qui est d’espérance 1).
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