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Feuille de TD 5
Lemmes de Borel-Cantelli, loi forte des grands nombres

Toutes les variables aléatoires (v.a.) sont définies sur le même espace de probabilité
(Ω,F ,P).

Exercice 1
Déterminer, sans calcul, les limites suivantes :

1. limn→∞
∫
[0,1]n

f(x1+...+xn
n

)dx1...dxn pour f une fonction continue sur [0, 1].

2. limn→∞
∑n

k=0C
k
np

k(1−p)n−kf( k
n
) pour f une fonction continue sur [0, 1] et p ∈ [0, 1].

3. limn→∞
∑∞

k=0 e
−λn (λn)k

k!
f( k

n
) pour f une fonction continue bornée sur R+ et λ > 0.

Exercice 2
Soit (Xn)n≥1 une suite de variables aléatoires indépendantes. Montrer l’équivalence :

P(supXn <∞) = 1⇐⇒ ∃A > 0 tel que
∞∑
n=1

P(Xn > A) <∞.

Exercice 3 Loi des grands nombres et Borel Cantelli
Soit (Xn)n≥1 une suite de variables aléatoires réelles positives, i.i.d.

1. Si 0 < E[X1] <∞, montrer que P-p.s.,

∞∑
n=0

Xn =∞.

2. Montrer que pour tout α > 0,

E[X1] <∞⇐⇒
∑
n≥1

P(Xn ≥ αn) <∞.

En déduire que P-p.s.,

lim sup
n

Xn

n
=

{
0 si E[X1] <∞.
∞ si E[X1] =∞.

Exercice 4
Soit (Xn)n≥1 une suite croissante de variables aléatoires réelles positives t.q.

0 ≤ X1 ≤ X2 ≤ X3 ≤ . . . et E[Xn] = anα,

avec a, α > 0. Supposons qu’il existe des constantes B > 0, 0 < β < 2α t.q.

Var(Xn) ≤ Bnβ, ∀n ≥ 1.

Le but est de montrer que
Xn

nα
P−p.s.−−−−→ a.
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1. Montrer que pour tout δ > 0,

P
(
|Xn − anα| ≥ δnα

)
≤ B

δ2
nβ−2α, ∀n ≥ 1.

2. Si on prend nk = bk
2

2α−β c, alors∑
k≥1

P
(
|Xnk − anαk | ≥ δnαk

)
<∞.

En déduire que P-p.s.,

lim
k→∞

Xnk

nαk
= a.

3. Conclure à l’aide de la monotonie de Xn.

Exercice 5 Barndorff-Nielsen
Soit (An;n ≥ 1) une suite d’événements dans (Ω,F ,P). Le but de cet exercice est de
montrer que si limn→∞ P(An) = 0 et∑

n≥1

P(Acn ∩ An+1) <∞,

alors P(lim supAn) = 0.

1. Montrer que pour tout m ≥ 1,

P(lim supAn) ≤ P(∪n≥mAn).

2. Montrer que

P(∪n≥mAn) ≤ P(Am) +
∑
n≥m

P(Acn ∩ An+1)
m→∞−−−→ 0.

3. Conclure.
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