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Feuille de TD 6
Convergence en loi

Toutes les variables aléatoires (v.a.) sont définies sur le même espace de probabilité
(Ω,F ,P).

Exercice 1

1. Montrer que si (Xn)n converge en loi vers X alors, pour toute fonction continue g,
(g(Xn))n converge en loi vers g(X).

2. Montrer que si (Xn)n converge en loi vers une variable aléatoire constante c, alors
la convergence a aussi lieu en probabilité.

3. Donner un exemple de suite (Xn)n≥0 qui converge en loi mais pas en probabilité
(et donc pas presque sûrement).
Indication : utiliser par exemple X de loi N (0, 1) et −X, qui a même loi.

Exercice 2
Pour tout n ≥ 1, on considère la fonction Fn définie par

Fn(x) =

{
0 si x < n
1 si x ≥ n.

Montrer que pour tout n ≥ 1, il existe une variable aléatoire Xn de fonction de répartition
Fn. Est-ce que la suite (Xn)n≥1 converge en loi ?

Exercice 3
Soient (Xi)i=1,...,n des variables aléatoires indépendantes de loi uniforme sur [0, 1]. Montrer
que nmin(X1, ..., Xn) converge en loi vers une limite qu’on identifiera.

Exercice 4
Pour tout n ≥ 1, on considère la fonction Fn définie par

Fn(x) =
enx

enx + 1
, x ∈ R.

Montrer que pour tout n ≥ 1, il existe une variable aléatoire Xn de fonction de répartition
Fn. Montrer que la suite (Xn)n≥1 converge en loi et identifier la loi limite.

Exercice 5 : Convergence du maximum de variables aléatoires
Soit (Xn)n≥1 une suite de variables aléatoires indépendantes, de loi exponentielle E(λ).

1. Montrer la convergence en probabilité suivante :

1

lnn
max
1≤k≤n

Xk
P−→ 1

λ
.

2. Démontrer que la suite de variables aléatoires

max
1≤k≤n

Xk −
lnn

λ

converge en loi vers une limite à déterminer.
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