
Université Lyon 1 Mathématiques
L3 Probabilités et Statistiques

Examen du 26 juin 2017
Durée : 1 heure 30.

Tous les documents sont interdits.

Exercice 1
Soit (Xn) une suite de variables aléatoires, et X une variable aléatoire.
1. Que signifie l’énoncé « (Xn) converge vers X en loi » ?
2. Que signifie l’énoncé « (Xn) converge vers X en probabilité » ?
3. Que signifie l’énoncé « (Xn) converge vers X presque sûrement » ?
4. Démontrez une implication (au choix) entre ces trois notions de convergence.

Exercice 2
Soit (Xn)n>1 une suite de variables aléatoires i.i.d. dans L1. On pose Yn = XnXn+1.
1. Montrer que pour tout n, Yn est intégrable.
2. Montrer que l’on a la convergence presque sûre

lim
n→∞

Y1 + Y3 + · · ·+ Y2n−1
n

= EY1

et
lim
n→∞

Y2 + Y4 + · · ·+ Y2n
n

= EY1.

3. Montrer à l’aide du lemme de Borel–Cantelli que Yn/n tend presque sûrement vers 0. On rappelle
la formule suivante : si X est une variable aléatoire positive, alors EX =

∫∞
0

P(X > t) dt.

4. Montrer que l’on a la convergence presque sûre

lim
n→∞

Y1 + Y2 + · · ·+ Yn
n

= EY1

Exercice 3
On admet que la fonction caractéristique d’une variable aléatoire de loi de Cauchy (qui a pour densité

x 7→ 1
π(1+x2) ) est donnée par la fonction

∀t ∈ R, ψ(t) = e−|t|.

Soit (Yi)i>1 une suite de variables aléatoires indépendantes de loi de Cauchy.
1. Déterminer la loi de la variable aléatoire Y1+...+Yn

n .

2. La suite de variables aléatoires
(
Y1+...+Yn

n

)
n>1

converge-t-elle presque sûrement vers une v.a. constante ?
Justifier.

Exercice 4
Soit (Xn) une suite de variables aléatoires indépendantes et de loi de Poisson de paramètre λ > 0.
1. Déterminer la loi de Sn = X1 + · · ·+Xn et calculer P(Sn 6 n).
2. On pose Zn = Sn−λn√

λn
. Montrer que la suite (Zn) converge en loi vers une v.a. dont on précisera la

loi.
3. En déduire la valeur de

lim
n→∞

e−n
n∑
k=0

nk

k!
.


