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FEUILLE DE TD 2
Fonction caractéristique, Inégalité de Markov et Indépendance.

Toutes les variables aléatoires (v.a.) sont définies sur le méme espace de probabilité
(Q, F,P).

Exercice 1 Fonctions caractéristiques
Calculer les fonctions caractéristiques associées aux v. a. suivantes :

1. soit X une v.a. de loi Poisson(A) :

Vn € N, P(X =n) = e_’\A—|
n!

2. soit Y une v.a. de loi Py (dz) = fe~ 1"l dz.
3. soit U =X + Z avec X ~ Poisson()\) et Z ~ Poisson(p) indépendantes.
4. soit V=YW avec Y ~ Py(dz) = e “1g, (z)dz et W ~ Ber(3) indépendantes.

Exercice 2
Soient X,Y,Z : Q@ — {0, 1} des variables aléatoires indépendantes de Bernoulli de lois

Ay ={Y =2}, Ay ={Z =X}, A3 ={X =Y}

1. Montrer que A;, Ay, A3 sont deux & deux indépendants.

2. Montrer que A;, Ay, A3 ne sont pas mutuellement indépendants.

Exercice 3
Soient Ay, ..., A, des événements. Montrer que Ay, ..., A, sont indépendants ssi A{, ..., A
sont indépendants.

Exercice 4 Loi Exponentielle
Soient X et Y deux variables aléatoires indépendantes telles que

Px(dz) = Ae Mg, (z)dz, Py(dy) = pe "1, (y)dy,

avec A > 0, u > 0.

1. Calculer leurs fonctions de répartition Fx et Fy.
2. Déterminer la loi de Z := min{X,Y'}. Puis calculer P(Z = X).
3. Déterminer laloide S := X +Y.

Exercice 5
Soit U : Q@ — [0, 1] une variable aléatoire de loi uniforme. On pose

X = —1[071/4[(U)+1[1/471/2[(U), X, = —1[1/273/4[(U)+1[3/471](U) et A = {w € Q;X(w) = X'(w)}.

1. Montrer que P(A) = 0, puis que Px = Py.
2. Etablir que E[X X'] = E[X]E[X].

3. Montrer que les variables aléatoires X et X’ ne sont pas indépendantes.
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Exercice 6
Soit X, Y deux v.a. indépendantes. Soit p > 0 un réel donné.

1. Montrer I'équivalence suivante :
E[|X|P] < 00 <= E[|X — a|’] < 00,Va € R.
2. (%) Si E[|X + Y|?] < oo, montrer que
E[|X|P] < oo et E[|Y|?] < oc.

3. (Indication : Va,y >0, (z +y)? < 2P +y?si0<p <1; (x+y)P < 2P(xP 4 yP) si
p>1)

Exercice 7
Soit X une v.a. indépendante d’elle méme. On va démontrer qu’elle est une constante
P-p.s.

1. Soit I,, = [n,n + 1[. Montrer qu’il existe un entier n € Z tel que
P(X el,) =1

En déduire que E[X] existe.

2. Soit ¢ = E[X], montrer que
E[(X — ¢)*] = 0.

En déduire que P(X =¢) = 1.

Exercice 8 Azuma-Hoeffding inequality
Soient Xy, ---, X, de variables aléatoires indépendantes telles que

Soit S, := Y, X;. On va montrer que pour Ya > 0,

P(S, > a) < e 2n.

1. Montrer que

14+ 11—z
tx < t
e < 5 e + 7
En déduire que pour Vi € {1,--- ,n}

e !, Vo € [-1,1],Vt € R.

2. Montrer que

Indication : cosh(t) < e'’/2.
3. Montrer que Va > 0,



