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Rappels. Une variable aléatoire X suit une loi gaussienne N(m,σ2) si la densité de X est la fonction
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Exercice 1 (5 points)

Soit (Xn)n>1 une suite de v.a. i.i.d. vérifiant P(Xn = 1) = P(Xn = 0) = 1/2. Pour n > 1, on pose

Yn = Xn +Xn+1.

1. (1 point) Les v.a. (Yn)n>1 sont-elles identiquement distribuées ? Justifier.
2. (1 point) Pour n > 1, déterminer la loi, l’espérance et la variance de Yn.
3. (1 point) Les v.a. (Yn)n>1 sont-elles indépendantes ? Justifier.
4. (1 point) Les v.a. (Y2n)n>1 sont-elles indépendantes ? Justifier.
5. (1 point) Montrer que la suite

(
Y1+···+Yn

n

)
n>1

converge presque sûrement vers une v.a. à préciser.

Exercice 2 (4 points)

Soient X et Y deux v.a. indépendantes de loi N(0, 1).
1. (2 points) Calculer E[|X|].
2. (2 points) Calculer E[max(X,Y )].

Indication : on pourra utiliser la relation max(a, b) = a+b+|a−b|
2 .

Exercice 3 (5 points)

Soit p ∈ [0, 12 ] et X une v.a. à valeurs dans {0, 1, 2} telle que P(X = 1) = P(X = 2) = p. On note Zn

le nombre d’individus à la génération n d’un processus de branchement où on suppose Z0 = 1 et Z1
loi∼ X.

1. (1 point) Calculer E[X] et Var(X).
2. (1 point) Quelle est la probabilité d’extinction du processus de branchement ?
3. (1 point) Montrer que pour tout réel a > E[X], il existe r ∈ [0, 1[ tel que

P(Zn > an) 6 rn.

4. (2 points) En déduire que presque sûrement

lim sup
n→∞

Z1/n
n 6 E[X].



Exercice 4 (4 points)

1. (2 points) Soit (Xn) une suite de variables aléatoires qui converge en loi. Montrer que cette suite
est tendue, c’est-à-dire que pour tout ε > 0, il existe K > 0 tel que pour tout n, P(|Xn| > K) 6 ε.

2. (2 points) Montrer que si (Xn) est une suite tendue de variables aléatoires et si (Yn) tend vers 0 en
probabilité, alors (XnYn) tend vers 0 en probabilité.

Exercice 5 (4 points)

1. (1 point) Calculer la fonction caractéristique d’une v.a. de loi P (λ) (la loi de Poisson de paramètre
λ > 0).

2. (1 point) En déduire une preuve du fait suivant : si X et Y sont des v.a. indépendantes, avec
X ∼ P (λ) et Y ∼ P (µ), alors X + Y ∼ P (λ+ µ).

3. (2 points) Soit X1 une v.a. de loi P (λ1) et X2 une v.a. de loi P (λ2). On suppose λ2 > λ1. En
utilisant le résultat de la question 2, montrer que pour tout n ∈ N, on a

P(X1 > n) 6 P(X2 > n).
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