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Feuille de TD 6
Convergences p.s., en probabilité, dans Lp, LFGN

Toutes les variables aléatoires (v.a.) sont définies sur le même espace de probabilité
(Ω,F ,P).

Exercice 1 Convergence en probabilité, dans Lp

Soit Xn, n ≥ 1 une suite de variables aléatoires. Soit p > 0.

1. Soit (An)n≥1 une suite d’événements tels que P(An) −→
n→∞

0 et X une v.a. intégrable.

Montrer que
∫
An
XdP→n 0.

2. Montrer que si Xn converge dans Lp vers 0, alors Xn converge en probabilité vers
0.

3. Réciproquement, si Xn converge en probabilité vers 0 et si

sup
n≥1
|Xn| ≤ Y ∈ Lp(P),

montrer que Xn converge dans Lp vers 0.

4. Montrer l’équivalence suivante :

Xn
P−→ 0⇐⇒ E

[
|Xn|

1 + |Xn|

]
→ 0.

Exercice 2
Soit α > 0 et (Zn)n≥1 une suite de variables aléatoires indépendantes de loi

PZn =
1

nα
δ1 +

(
1− 1

nα

)
δ0.

1. Montrer que (Zn)n≥1 converge dans L1 vers 0.

2. Montrer que P-p.s.,

lim sup
n

Zn =

{
1 si α ≤ 1.
0 si α > 1.

Exercice 3
Déterminer, sans calcul, les limites suivantes :

1. limn→∞
∫
[0,1]n

f(x1+...+xn
n

)dx1...dxn pour f une fonction continue sur [0, 1].

2. limn→∞
∑n

k=0C
k
np

k(1 − p)n−kf( k
n
) pour f une fonction continue sur [0, 1] et p ∈

[0, 1].

3. limn→∞
∑∞

k=0 e
−λn (λn)k

k!
f( k

n
) pour f une fonction continue bornée sur R+ et λ > 0.
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