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Rappels. Une variable aléatoire X suit une loi gaussienne N(0, ?) si la densité de X est la fonction
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Dans ce cas, la fonction caractéristique de X est donnée pour ¢t € R par @ x (¢) = exp (—#)

Exercice 1
1. Puisque X et Y sont indépendantes, on a pour tout t € R,

Biy (1) = By ()Dy (1) = exp (-"2;2) exp (—thz) — exp (-W) ,

qui est la fonction caractéristique d’une v.a. de loi N(0, 02 +72). Puisque la fonction caractéristique
caractérise la loi, on en déduit que X + Y suit la loi N(0, 02 + 72).

2. Si X ~P(X\), on apourteR,

_ ~ et e A e A(eit—1)
Dy (t) = Elexp(itX)] = E — exp(itn) = e E =€ e’ =e .
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Si X ~P(A) et Y ~ P(u) sont indépendantes, on a pour tout t € R,
Pxty(t) = Px(t)Py(t) = A =1) (e =1) _ [(Atp) (e 1)

et donc X +Y ~ P(A+ p).

Exercice 2 Voir cours

Exercice 3

1. On a

+o00 T 0o -
E[|X|]:[ |x| exp(— 2/2)\;1ﬂ \/2271_ ; zexp(—x2/2)do::\/Z[—exp(—xQ/Q)]o = %

2. Comme la densité de la loi N(0,1) est paire, —X a méme loi que X (et de méme pour Y et Z).
Comme (—X, —Y, —Z) sont indépendantes, les vecteurs aléatoires (X,Y,Z) et (—X,-Y, —Z) ont
méme loi, et donc

Emax(X,Y, Z)] = Emax(—X,-Y, -Z)] = E[- min(X,Y, Z)] = —E[min(X,Y, Z)].

3. On écrit max(X,Y, Z) —min(X,Y, Z) = X= YH_‘Y ZIHZ-X] ot on prend lespérance. Les variables
aléatoires X —Y,Y — Z et Z — X sont de loi N(0, 2) (d’apres le résultat démonté a Pexercice 1.1),
donc £7X est de loi N(0,1), et d’ apres la question 1. on a E[|X — Y|| =2/4/7. On a donc d’aprés

V2
3 f’ donc E[max(X,Y, Z)] = f

la question 2. 2E[max(X,Y, Z)] =
4. Puisque les deux membres de 1’égalité sont inchangés par permutation de a, b, ¢, on peut supposer
que a = b > ¢, et alors le résultat est immédiat.




Exercice 4

1. (a) Pour n assez grand, on a [%, %] C [-1,1], et alors

—a
2n

pn(a,b) =P(nU, € [a,b]) =P(U, € [a/n,b/n]) = b

et done 3 p,(a,b) = 4o0.

(b) D’apres la question précédente et le lemme de Borel-Cantelli (II), applicable puisque les évé-
nements {nU, € [a,b]},en sont indépendants, presque stirement une infinité des événements
{nU, € [a,b]} sont vrais.

(¢) On remarque qu’une suite réelle est dense dans R si et seulement si tout intervalle [a, b] avec
a < b rationnels contient un terme de la suite. Par la question précédente, et puisqu’une
intersection dénombrable d’événements de probabilité 1 est de probabilité 1, on a donc que la
suite (nU,,) est presque stirement dense dans R.

2. Soit A € N. Pour n sufissamment grand, A/n? < 1 et donc P(n?|U,| < A) = P(|U,| < A/n?) =
A/n?. On en déduit que Y, P(n?|U,| < A) < +oo, et donc par le lemme de Borel-Cantelli (I),
presque stirement n?|U,| > A pour n assez grand. Puisqu’une intersection dénombrable d’événe-
ments de probabilité 1 est de probabilité 1, on a

P(VA € N, 3ng,Vn = ng,n*|U,| > A) =1

et donc la suite (n?|U,|) tend presque stirement vers +o0.

Exercice 5

1. Par la formule du transfert, le changement de variable linéaire y = 0z et la formule rappelée

> 1 [ 2
E[X]:/O x~02xe*0‘”dx:§/0 y2e*ydy:§,

oo 1 oo
E[X?] = / 2?2 0%ze % dx = ﬁ/ yleVdy = 9%,
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donc Var(X) = E[X?] — E[X]? = 2/62. Le théoréme central limite affirme alors la convergence en
loi pour n — oo
X1+ +X,— 27”

NG

— Z

ot Z est une v.a. de loi N(0,2/6%).

2. 1l s’agit de maximiser la fonction, a z1,...,x, > 0 fixés,

F:0— ﬁ 0230 0% = gPre 02w Hmi.

i=1

La dérivée de log F' est la fonction 6 — 27” — Y.z, et donc F est maximale en = — _E” —. Ainsi,
1 Tn

0 est bien l'estimateur par maximum de vraisemblance.

3. Par la loi faible des grands nombres, la suite %(Xl + .-+ 4+ X,,) converge en probabilité vers

E[X,] = %, et donc 6, converge en probabilité vers 0. L’estimateur 6 est consistant.

1

4. Le résultat de la question 1. se reformule en disant que 2+/n( 7) converge en loi vers Z. D’aprés

1
On
l'indication (appliquée avec v, = 2v/n, Z, = 1/0, et = = 1/6), cela implique que 2,/n(f — 6)
converge en loi vers —602Z. Comme —#?Z n’est pas une v.a. constante, on en déduit que la vitesse
de 0 est y/n (ou, de maniére équivalente, 2,/n).



