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Exercice 1 (8 points)
Soit n ∈ N∗. On dit qu’une v.a. X suit la loi Gamma(n) si elle a pour densité

x 7→ xn−1

(n− 1)!
exp(−x)1[0,+∞[(x).

1. Soit X une v.a. de loi Gamma(1). Quelle autre nom porte la loi de X ? Calculer E[X] et Var(X).
2. Soit (Xn) une suite de v.a. i.i.d. de loi Gamma(1). Pour n > 1, on pose Sn = X1 + · · ·+Xn.

(a) Calculer l’espérance et la variance de Sn.
(b) Est-ce que la suite (Sn/n) converge en probabilité ?
(c) Montrer que Sn suit la loi Gamma(n).

3. Soit T une v.a. de loi Gamma(n) pour n ∈ N∗.
(a) Calculer la densité (notée h) de la variable aléatoire Z = log(T/n).
(b) Montrer que pour tout x > 0, on a h(x) 6 h(−x).

Indication. On pourra utiliser l’inégalité x 6 ex−e−x

2 pour x > 0 (bonus si vous la démontrez)
(c) (?) En déduire que P(T > n) 6 1/2.

Exercice 2 (7 points)
Soit X une v.a. à valeurs dans N. On rappelle que sa fonction génératrice est G(s) =

∑∞
k=0 P(X = k)sk

pour s ∈ [0, 1].
1. On suppose que X est bornée. Exprimer E[X] en fonction de G et montrer que

Var(X) = G′′(1) +G′(1)(1−G′(1)).

2. Soit p ∈ [0, 1
2 ] et X une v.a. dans {0, 1, 2} telle que P(X = 1) = P(X = 2) = p. On note Zn le

nombre d’individus à la génération n d’un processus de branchement où on suppose Z0 = 1 et
Z1 ∼loi X.
(a) Calculer E[X] et Var(X).
(b) Quelle est la probabilité d’extinction du processus de branchement ?
(c) Montrer que pour tout réel a > E[X], il existe r ∈ [0, 1[ tel que

P(Zn > an) 6 rn.

(d) En déduire que
(
Z

1/n
n

)
n>1

est bornée p.s.

Exercice 3 (6 points)
Soit Xn, n > 1 une suite de v.a. i.i.d. de loi exponentielle de paramètre 1. On rappelle que leur densité

est 1[0,+∞[(x) exp(−x).
1. Montrer que pour tout ε > 0,

P (Xn > (1 + ε) log n) =
1

n1+ε
.



2. En choisissant ε > 0, en déduire que p.s.,

lim sup
n→∞

Xn

log n
6 1.

3. En utilisant les questions précédentes, montrer que

lim sup
n→∞

Xn

log n
= 1.

4. On pose Zn = max(X1,··· ,Xn)
logn pour tout n > 2, montrer que

lim inf
n→∞

Zn > 1, p.s.

Indication. On pourra utiliser les événements {Zn 6 (1− ε) log n}.
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