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Feuille 4 : Topologie des groupes de matrices

Exercice 1. Parmi les groupes suivants, lesquels sont compacts ?
GL,(R),SL,(R), O,(R), GL,(C), SL,(C), U,(C)
Exercice 2. Montrer que GL,,(C) est connexe par arcs.

Exercice 3. Soit R C O,(R) 'ensemble des réflexions (par rapport & un hyperplan de R")
1. Montrer que R engendre O, (R).
2. Montrer que R est connexe.

3. Quelles sont les composantes connexes de O, (R)?
Exercice 4. Quelles sont les composantes connexes de GL,(R) ?

Exercice 5. Décomposition polaire, cas non inversible
Montrer que toute matrice A € M,,(R) peut s’écrire comme A = OS avec O dans O, (R) et S dans S, (R).
Cette écriture est-elle unique ?

Exercice 6. Décomposition en valeur singuliéres, le retour

Montrer que toute matrice A € M, (R) peut s’écrire comme A = UAV pour U,V dnas O,(R) et A une
matrice diagonale & coefficients diagonaux é1 > d9 > ...d, > 0. Montrer de plus que les nombres §; sont
uniquement déterminés.

Exercice 7. Si p et ¢ sont deux entiers tels que p + ¢ = n, on s’intéresse a la forme quadratique

VXZ(.’L'l,...,.’L‘n)GRn, Q(X>:$%++$127_x]2)+1__x%

On note I, sa matrice dans la base canonique : elle est diagonale et formée de deux blocs diagonaux I,
et I,. On note O(p,q) = {M € M,(R) : ‘M1, ,M = 1I,,} le groupe orthogonal de la forme Q.

1. Montrer que la fonction M + exp(M) réalise un homéomorphisme de S, (R) sur S; ' (R)

2. Soit M un élément de O(p, q). On écrit M = OS la décomposition polaire de M, ou O € O, (R) et
S € ST (R). Soit T ="MM.

(a) Veérifier que T appartient & O(p, q).

(b) Montrer qu'il existe une unique matrice U € S (R) telle que U? = T. Montrer de plus que
U cO(p,q).

(¢) En déduire que S, puis O appartiennent a O(p, q).

3. On suppose que M appartient a O(p, q) N O,(R). Démontrer que M est diagonale par blocs et que ses
blocs diagonaux appartiennent respectivement a O,(R) et Oy(R).

4. Montrer que la fonction exponentielle réalise une bijection de
{B € Su(R); Blpg = —1IpqB}

sur O(p,q) N S3 " (R).

5. Démontrer enfin que O(p,q) est homéomorphe & Op(R) x Oy(R) x RPY. En déduire le nombre de
composantes connexes de O(p, q).



