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Exercice 1
Soient X, Y des espaces de Banach et T ∈ L(X,Y ).

1. Donner la défintion de l’adjoint T ∗ de T .
2. Montrer que si T est compact, alors T ∗ est compact.

Exercice 2
On note c0 l’espace de Banach formé des suites réelles tendant vers 0, muni de la norme donnée par

∥(xn)n∈N∥ = sup
n∈N

|xn|

1. Soit K la boule unité fermée de c0. Montrer que K ne possède aucun point extrémal.
Solution. Soit x = (xn)n∈N dans K. Puisque limxn = 0, il existe un entier N tel que |xN | ⩽ 1/2.
Si l’on définit deux suites y = (yn) et z = (zn) par

yn =

{
xn si n ̸= N

xN + 1
2 si n = N

zn =

{
xn si n ̸= N

xN − 1
2 si n = N

,

On vérifie alors que y et z sont des éléments de K qui vérifient y ̸= z et x = y+z
2 . Ceci montre que

x est n’est pas un point extrémal de K. Ainsi, K ne possède aucun point extrémal.
2. En déduire qu’il existe pas d’espace de Banach X tel que X∗ et c0 sont isométriques (c’est-à-dire

qu’il existe une bijection linéaire isométrique entre X∗ et c0).
Solution. Supposons par l’absurde qu’il existe un espace de Banach X et une bijection linéaire
isométrique u : c0 → X∗. Puisque u préserve la norme, u(K) est la boule unité BX∗ de X∗. Soit x
un point extrémal de BX∗ . On peut écrire x = u(x0) pour x0 ∈ K. Alors x0 est un point extrémal
de K (preuve : si x0 = λy + (1 − λ)z pour 0 < λ < 1 et y, z ∈ K, alors puisque u est linéaire
on a x = λu(y) + (1 − λ)u(z). Commme x est extrémal dans BX∗ et puisque u(y) et u(z) sont
dans BX∗ , on en déduit u(y) = u(z) = x puis y = z = x0). Ceci montre que BX∗ n’a pas de point
extrémal. Or, par le théorème de Banach–Alaoglu, BX∗ est compact pour la topologie préfaible ;
cette topologie étant localement convexe, le théorème de Krein–Milman implique que BX∗ est
l’enveloppe convexe fermée de ses points extrémaux. On arrive à la conclusion absurde BX∗ = ∅.

Exercice 3
Soit (X, ∥ · ∥X) un espace de Banach complexe.
1. Pour (x1, x2) ∈ X2, on pose

∥(x1, x2)∥ = ∥x1∥X + ∥x2∥X .

Montrer que (X2, ∥ · ∥) est un espace de Banach.
Solution. Il est élémentaire de montrer que cette formule définit une norme sur X2. Soit zn =
(xn, yn) une suite de Cauchy dans (X2, ∥·∥). Les inégalités ∥xp−xq∥X ⩽ ∥zp−zq∥ et ∥yp−yq∥X ⩽
∥zp − zq∥ montrent que (xn) et (yn) sont de Cauchy dans X, donc convergent respectivement vers
des éléments x et y de X. Si on pose z = (x, y) ∈ X2, alors ∥zn − z∥ = ∥xn − x∥X + ∥yn − y∥X
tend vers 0 quand n tend vers l’infini. On a montré que l’espace normé (X2, ∥ · ∥) est complet.

2. Soient T1 et T2 dans L(X). Montrer que la formule

S : (x1, x2) 7→ (T1(x1), T2(x2))

définit un opérateur sur X2.
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Solution. Il est élémentaire de montrer que S est linéaire. Montrons que S est continu. Pour
(x1, x2) dans X2, on a

∥S(x1, x2)∥ = ∥(T1x1, T2x2)∥
= ∥T1x1∥X + ∥T2x2∥X
⩽ ∥T1∥ · ∥x1∥X + ∥T2∥ · ∥x2∥X
⩽ max(∥T1∥, ∥T2∥)(∥x1∥X + ∥x2∥X)

⩽ C∥(x1, x2)∥

pour C = max(∥T1∥, ∥T2∥), ce qui montre la continuité de S.
3. Déterminer ∥S∥ en fonction de ∥T1∥ et ∥T2∥.

Solution. Le calcul de la question précédente montre que ∥S∥ ⩽ max(∥T1∥, ∥T2∥). Si x est dans
BX , alors (x, 0) est dans BX2 et donc

∥S∥ ⩾ ∥S(x, 0)∥ = ∥T1x∥X

En prenant la borne supérieure pour x dans BX , on a donc ∥S∥ ⩾ ∥T1∥. On montre de même
∥S∥ ⩾ ∥T2∥ donc ∥S∥ = max(∥T1∥, ∥T2∥).

4. Déterminer σ(S) en fonction de σ(T1) et σ(T2).
Solution. Il est élémentaire de vérifier que si f1 et f2 sont deux fonctions de X dans X, alors la
fonction (f1, f2) de X2 dans X2 définie par (x1, x2) 7→ (f1(x1), f2(x2)) est bijective si et seulement
si f1 et f2 sont bijectives. On a alors (en utilisant le théorème d’isomorphisme de Banach), pour
λ ∈ C

λ ̸∈ σ(S) ⇐⇒ (T1 − λId, T2 − λId) bijective (1)
⇐⇒ T1 − λId bijective et T2 − λId bijective (2)
⇐⇒ λ ̸∈ σ(T1) et λ ̸∈ σ(T2) (3)

d’où on déduit que σ(S) = σ(T1) ∪ σ(T2).

Exercice 4
Soient X, Y des espaces de Banach et T ∈ L(X,Y ). Montrer l’équivalence entre
1. Il existe α > 0 tel que, pour tout x ∈ X, on ait ∥Tx∥ ⩾ α∥x∥.
2. L’opérateur T est injectif et d’image fermée.
Solution. Supposons la condition 1 vérifiée. Si x ∈ kerT , alors α∥x∥ ⩽ 0 puis x = 0, et donc T est

injectif. Soit (yn) une suite dans ImT qui converge vers y ∈ X. Pour tout entier n, soit xn ∈ X tel que
yn = Txn. Pour des entiers p, q, l’inégalité

∥xp − xq∥ ⩽ α−1∥T (xp − xq)∥ = α−1∥yp − yq ∥

montre que la suite (xn) est de Cauchy. Elle converge donc vers un élément x de X ; puisque T est
continue, on en déduit que la suite (yn) = (Txn) converge vers Tx. On a ainsi Tx = y, d’où y ∈ ImT . On
a montré que T est d’image fermée.

Supposons la condition 2 vérifiée. Considérons l’application linéaire S : X → Im(T ) définie par
x 7→ Tx. Cette application est bijective. De plus, (Im(T ), ∥ · ∥Y ) est un espace de Banach puisque T est
d’image fermée. Le théorème d’isomorphisme de Banach implique qut S−1 est continue : il existe une
constante C telle que, pour tout y dans Im(T ) on ait ∥S−1(y)∥ ⩽ C∥y∥. Cette inégalité appliquée à
y = Tx (pour x ∈ X) donne ∥x∥ ⩽ C∥Tx∥, d’où l’inégalité voulue avec C = α−1.

Exercice 5
Soit X un espace de Banach réflexif, F ⊂ X une partie convexe fermée et x ∈ X. Le but de cet

exercice est de montrer qu’il existe un point y ∈ F tel que

∥x− y∥ = d(x, F )
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1. Soit (yn) une suite d’éléments de F telle que limn ∥x − yn∥ = d(x, F ). Montrer qu’il existe une
sous-suite (yσ(n)) qui converge faiblement vers un point y ∈ X.
Solution. La suite (yn) est bornée puisque ∥yn∥ ⩽ ∥x∥ + ∥x − yn∥. Dans un espace de Banach
réflexif, toute suite bornée admet une sous-suite faiblement convergente (corollaire du théorème
de Banach–Alaoglu). Il exsite donc une sous suite (yσ(n)) qui converge faiblement vers un point
y ∈ X.

2. Montrer que y ∈ F .
Solution. Puisque la partie F est convexe et fermée pour la topologie forte, elle est aussi fermée
pour la topologie faible, et donc y ∈ F .

3. Montrer que ∥x− y∥ = d(x, F ).
Solution. On a l’inégalité ∥x− y∥ ⩾ d(x, F ) par définition de la disance à F . Pour tout f ∈ BX∗

et pour tout entier n, on a
|f(x− yσ(n))| ⩽ ∥x− yσ(n)∥

En faisant n → ∞, cela donne (puisque (x− yσ(n)) converge faiblement vers x− y)

|f(x− y)| ⩽ d(x, F )

et donc
∥x− y∥ = sup

f∈BX∗
|f(x− y)| ⩽ d(x, F )

Exercice 6
Dans cet exercice, on se donne X un espace de Banach réflexif, T : X → X une application linéaire

continue vérifiant ∥T∥ ⩽ 1. Pour tout entier n ⩾ 1, on pose

Sn =
1

n

n−1∑
k=0

T k,

avec la convention que T 0 = Id.

1. Montrer que pour tout x ∈ X, il existe une sous-suite (Snk
x)k de la suite (Snx)n qui converge

faiblement ; on note y sa limite. Montrer que lim
k→∞

∥TSnk
− Snk

∥ = 0, et en déduire que Ty = y.

Solution. Soit x ∈ X. Puisque ∥T∥ ⩽ 1, on a ∥T kx∥ ⩽ ∥x∥ pour tout entier k. On en déduit que
pour tout entier n on a ∥Snx∥ ⩽ 1

n

∑n−1
k=0 ∥T kx∥ ⩽ ∥x∥. Puisque la suite (Snx) est bornée dans un

espace de Banach réflexif, elle admet une sous-suite faiblement convergente.
On a (somme téléscopique) TSn − Sn = 1

n (T
n − Id) et donc ∥TSn − Sn∥ ⩽ 2

n . Ceci implique que
lim
k→∞

∥TSnk
− Snk

∥ = 0.

Pour montrer que Ty = y, il suffit par un corollaire du théorème de Hahn–Banach de montrer
que f(Ty) = f(y) pour tout f ∈ X∗. Soit f ∈ X∗, on a f(y) = limk→∞ f(Snk

x) et (puisque
f ◦ T ∈ X∗) également f(Ty) = limk→∞ f(TSnk

x). Puisque

|f(Snk
x)− f(TSnk

x)| ⩽ ∥f∥X∗∥TSnk
− Snk

∥op∥x∥X

on a limk→∞ f(Snk
x)− f(TSnk

x) = 0 et donc f(Ty) = f(y).
2. En déduire qu’il existe une sous-suite (Ak)k, avec Ak ∈ conv{Sn : n ∈ N} telle que (Akx)k

converge fortement vers y.
Solution. Le vecteur y est dans l’adhérence faible de la partie B = {Snx : n ∈ N}. Par le lemme
de Mazur, il est dans l’adhérence forte de convB, d’où le résultat

3. Montrer que pour tout A ∈ conv{Tn t.q. n ∈ N}, on a lim
n→∞

(SnAx− Snx) = 0.

Solution. On peut écrire A =
∑N

i=1 λiT
ki pour des réels positifs λ1, . . . , λN de somme 1 et des

entiers ki. Par l’inégalité triangulaire, et en remarquant que ∥SnT
k−Sn∥ ⩽ 2k

n (série télescopique),
on a

∥SnA− Sn∥ ⩽
N∑
i=1

λi∥SnT
ki − Sn∥ ⩽

N∑
i=1

λi
2ki
n

d’où le résultat.
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4. En déduire que pout tout x ∈ X, la suite (Snx)n converge fortement.
Solution. Pour x ∈ X, soit y donné par la question 1 et soit (Ak) une suite dans conv(Sn) telle que
(Akx) converge fortement vers y (question 2). Pour tout ε > 0, il existe k tel que ∥Akx− y∥ ⩽ ε.
Puisque Ty = y, on a Sny = y pour tout n. On écrit alors

∥Snx− y∥ ⩽ ∥Snx− SnAkx∥+ ∥SnAkx− y∥ = ∥Snx− SnAkx∥+ ∥Sn(Akx− y)∥

Le second terme est ⩽ ε et le premier terme tend vers 0 par la question 3 (puisque Ak ∈ conv(Sn),
on a aussi Ak ∈ conv(Tn)). On a donc ∥Snx− y∥ ⩽ 2ε pour n assez grand, d’où le résultat.

5. Pour x ∈ X, on pose P (x) = lim
n→∞

Snx. Montrer que P est une application linéaire continue, qui

est un projecteur (c’est-à-dire qu’elle vérifie P 2 = P ). Déterminer l’image de P .
Solution. P est linéaire comme limite d’applications linéaires. De plus, pour tout x ∈ X, on a
∥Snx∥ ⩽ ∥x∥ donc ∥Px∥ ⩽ ∥x∥, et donc P est continue de norme ⩽ 1. Il découle de la question
1 que TP = P , ce qui implique que SnP = P et donc P 2 = P . Enfin, on remarque que P (X) =
ker(T − Id), l’ensemble des points fixes de T (l’inclusion ⊂ a été vue à la question 1, et l’inclusion
⊃ est évidente).

6. Application : soient X l’espace de Banach complexe L2([0, 1]) et T l’application linéaire définie
par

(Tf)(x) = f(x+ θ mod 1)

où θ est un nombre irrationnel. Pour f ∈ X, quelle est la limite de la suite Snf ?
Indication. On pourra utiliser le fait que les fonctions (en)n∈Z définies par x 7→ e2iπnx forment
une base hilbertienne de X.
Solution. L’espace X est réflexif (c’est un espace de Hilbert) donc on peut appliquer les résultats
précédents.
Pour n ∈ Z, on a Ten = e2iπnθen. Toute fonction f ∈ L2([0, 1]), s’écrit (la série convergent dans
L2([0, 1]))

f =
∑
n∈Z

αnen

avec αn =
∫ 1

0
f(x)en(x) dx. Puisque T est continu, on a (toujours au sens de la convergence L2)

Tf(x) =
∑
n∈Z

αnTen =
∑
n∈Z

αne
2iπnθen

Soit f dans l’image de P , c’est-à-dire telle que Tf = f . On a donc∑
n∈Z

αnen =
∑
n∈Z

αne
2iπnθen

d’où on déduit que αn = αne
2iπnθ pour tout n ∈ Z. Puisque θ est irrationnel, on a donc αn = 0

pout tout n ∈ Z∗. Ainsi l’image de P est formée uniquement des fonctions constantes. Par ailleurs,
puisque ∥P∥ ⩽ 1, la projection P est orthogonale (exercice classique...). En conclusion, P est la
projection orthogonale sur le sous-espace de dimension 1 formé des fonctions constantes. Ainsi,
pour tout f ∈ L2([0, 1], la suite (Snf) converge en norme vers la fonction constante égale à∫ 1

0
f(x) dx.
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