Université Claude Bernard Mathématiques
Agrégation — préparation a 1’écrit d’analyse.

Feuille 10
Séries de Fourier

Révisions de cours pour la séance prochaine :
1. Probabilités.

Notations

- M ={f:R— C: f Lebesgue-mesurable et 2m-périodique}.

- C={feM: f continue}.

— Pour 1 < p < 400, on note LP = {f € M : f € L”(]0,27])}. On munit L? de la norme ||f||z» =

(271-)71/17||f\]0,27r[||Lp(]0727r[)-
— Pour n € Z, on note e, € C la fonction x — exp(inz).
~ Pour f € L', on pose
1. Pour n € Z, c,(f) = 5 027r f(t)e~tdt.
2. Pour n € N, S,,(f) =>7__, ck(f)ex.
3. Pour n € N, Fiu(f) = 77 Yi—o Sk-

— Pour f,g € M on définit, lorsque cela a un sens, leur convolution f x g (pour z € R)

1 27

(f*g)(z)=— f()g(x —t)dt.

:27T 0

Exercice 1. Régularité

1. Soit f € C une fonction de classe C* pour k € N. Montrer que lim,,_,~, n¥c,, = 0.

2. Soit k > 2 et f € C. On suppose que ¢, = O(1/|n|*). Montrer que f est de classe C*~2.
Exercice 2. Noyau de Dirichlet
Pour n € N, on pose D,, = Y F__ ey

sin((n+1)z/2) )

L. Montrer que pour z € R\ 27Z, on a Dy (z) = =75
2. Montrer que pour tout n € N et f € L', on a S,,(f) = f * D,,.
3. Moutrer que lim, o || Dyll1 = +00.
4

. Pour n € N, on considére la forme linéaire ¢,, : C — C définie par ¢,(f)
que ||ln]le = || Dnll1, o la norme d’une forme linéaire ¢ € C* est

[lle- = sup{le(f)] : f €C,llfllo <1}

(f = Dy,)(0). Montrer

5. A T’aide du théoréme de Banach-Steinhaus, en déduire qu’il existe une fonction f € C telle que
Sn(f) ne converge pas vers f en 0.

Exercice 3. Noyau de Féjer
Pour n € N, on pose ®,, = %H(DO +---+Dy).

sin?((n+1)z/2)

Veérifier que (®,,) tend vers 0 uniformément sur les compacts de R\ 27Z.

1. Montrer que pour z € R\ 27Z, on a ®,,(z) = (CEETH IO
2. Montrer que pour tout n € N et f € L, on a F,(f) = f * ®,.
3. Montrer que pour tout n, on a % 027r o, (¢t)dt = 1.

4.

5.

En déduire le théoréme de Féjer : si f € C, alors (F,(f)) converge uniformément vers f.



Exercice 4. Inégalité de Bernstein
On considére une fonction de la forme

P(t) = Z ay exp(igt)
k=1

ol ay,...,ar € Cet Ar,...,\y € R. On note A = max(|A1],..., | x]) et on souhaite montrer l'inégalité
[Pl < Al Pl
1. Montrer qu’il suffit de traiter le cas A = w/2. On fait cette hypothése dans la suite.
2. Soit ¥ : R — R la fonction 2m-périodique vérifiant U(t) = t sur [—7/2,7/2] et U(t) = 7 — ¢ sur
[7/2,3m/2]. Montrer que pour ¢t € R, on a

U(t) = i ﬂ in((2k + 1)t)
T mk 2 '
3. Montrer que pour tout t € R, on a
P'(t)y=1 Z ar V(M) exp(idgt).
k=1

4. Conclure.

Exercice 5. Inégalité isopérimétrique

1. Soit f :[0,27] — C une fonction de classe C! telle que fo% f(t)dt = 0. Montrer que

27 2
2 /
/0 ) dt</0 F(0)] e

et caractériser les cas d’égalité.

2. Soit [a,b] un intervalle compact de R et 7 : [a,b] — R? une courbe fermée de classe C! orientée
positivement. On note v(t) = (z(t),y(t)). Soit L la longueur de v et A laire qu’elle enserre. On
rappelle (c’est une conséquence de la formule de Green—Riemann) que A est donnée par la formule

b
A:/ x(t)y'(¢) dt.

Montrer que L? > 4w A et caractériser les cas d’égalité.



