Université Claude Bernard Mathématiques
Agrégation — préparation a 1’écrit d’analyse.

Feuille 14
Compacité

Révisions de cours pour la séance prochaine :

1. Transformation de Fourier.

Exercice 1. Soit X et Y deux espaces métriques, et f : X — Y une bijection continue. On suppose X
compact. Montrer que f est un homéomorphisme.

Exercice 2. Théoréme de Dini
Soit (K, d) un espace métrique compact, et (f,,) une suite croissante d’éléments de C'(K'). On suppose
que (fy,) converge simplement vers une fonction continue f. Montrer que la convergence est uniforme.

Exercice 3. Théoréme de Tychonoff dénombrable
Soit (E,, dy,) une suite d’espaces métriques non vides et F = [] E,, muni de la topologie produit. On
introduit sur E la distance d définie pour z,y € F par

22 n znayn)
1+ dn(Tn,Yn)

1. Montrer que §,, = d,, /(1 4+ d,,) est une distance sur E,, qui induit la méme topologie que d,,, et que
la topologie associée a d est la topologie produit.

2. Montrer que (F,d) est compact si et seulement si (F,,d,) est compact pour tout n.

Exercice 4. Théoréme de Carathéodory

1. Soient z1,...,z, dans R" avec p > n + 1. Montrer qu’il existe des réels Aq,..., A, non tous nuls
vérifiant & la fois Y7 _  A; = 0 et D7 Niz; = 0 (on dit que les points z1,...,z, sont affinement
liés).

2. Soit A C R™ et conv(A) 'enveloppe convexe de A. Montrer que tout élément de conv(A) s’écrit
comme combinaison convexe d’au plus n + 1 éléments de A.

3. Soit A C R™ compact. Montrer que conv(A) est compact.

Exercice 5. Espaces de fonctions hélderiennes
Soit a > 0. Pour une fonction f : [0,1] — R, on pose

flz) = 1y

1fla = sup LI
o<azy<t [T =yl

On dit que f est a-holderienne si ||f||o < oo.

1. Montrer que si « > 1, toute fonction a-holderienne de [0, 1] dans R est constante. Dans la suite on
supposera 0 < a < 1.

2. On note C*([0, 1]) I’espace des fonctions a-hoélderiennes de [0, 1] dans R. Montrer que C*([0, 1]) est
un espace de Banach quand il est muni de la norme || - | + || * ||co-

3. Montrer que la boule-unité de C*([0, 1]) est relativement compacte dans C(]0, 1]).
4. Soit 0 < a< B < 1.

(a) Montrer que pour tout € > 0, on a l'inégalité

1l < max([| fllse”=, 201 f oo ™).

(b) En déduire que la boule-unité de C#([0,1]) est relativement compacte dans C([0, 1]).



Exercice 6. Distance de Hausdorff
Soit (X, d) un espace métrique complet. Pour A C X et € > 0, on note

A, = U B(z,e).

z€A

On note K (X) 'ensembles des compacts non vides de X.

1. Montrer que 'on définit une distance D sur K (X) en posant
D(A,B)=inf{e >0 : AC B. et BC A.}.

2. Montrer que (K(X), D) est complet.

3. Montrer que X est compact si et seulement si K (X) est compact.



