Université Claude Bernard Mathématiques
Agrégation — préparation a 1’écrit d’analyse.

Feuille 5
Convolution.

Révisions de cours pour la séance prochaine (aprés les vacances) :
1. Fonctions holomorphes : équations de Cauchy—Riemann. Intégrale le long d’un chemin.

2. Formules de Cauchy. Principe du prolongement analytique. Principe du maximum.

Soit f et g deux fonctions boréliennes de R% dans R.. On dit qu’elles sont convolables si, pour presque
tout » € R, la fonction y +— f(y)g(z — y) appartient & L'. Si f et g sont convolables, on définit leur
produit de convolution f * g presque partout par la formule

(f*g)(x)= [ flz—y)gly)dy.
Rd

Exercice 1. Echauffement
Montrer que la convolution est commutative.
Soit f la fonction définie sur R par f(z) = 1jo,1)(z). Calculer f * f. A quoi ressemble f .- f?
—_——
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Exercice 2. Inégalité de Young
Soient p, ¢ € [1,00] tels que 1/p+1/¢ > 1. On définit r € [1,00] par 1/r = 1/p+1/q — 1. On souhaite
montrer que si f € LP(RY) et g € LY(R%), alors f et g sont convolables, f * g € L"(R?) et

1+ gllr < U fllpllglla-

1. Montrer le résultat lorsque r = 1.
2. Montrer le résultat lorsque r = oo.

3. Montrer la variante suivante de I'inégalité de Holder : si fi € L, fo € LP et f3 € L7 avec a~! +
B~ +~71 =1, alors
Ififafslln < I fullallf2llall flly-

4. On considére maintenant le cas ou 1 < r < oco. Ecrire

f@—=y)gy) = 7" (@ —y)g?" () f/"(x — y)g' =" (y)

et conclure en appliquant la question précédente.

Exercice 3. Approximations de ’unité
On note | - | la norme euclidienne usuelle sur R?. On considére une suite régularisante, c’est-a-dire une
suite de fonctions (py) de classe C* de R? dans R* telle que
(i) pn(z) =0 |z| > 1/n.
(i) [ po(e)de = 1.

1. Soit p la fonction définie sur R par

1
eleP=1  gi|z| <1,
ple) = .
0 st |z > 1.

On admet que p est de classe C°°. Construire une suite régularisante a l'aide de p.

2. Soit f : RY — R continue. Montrer que p,, et f sont convolables, puis que p, * f converge vers f
uniformément sur tout compact.



3. Soit f € LP pour 1 < p < co. Montrer que p, * f converge vers f dans L? (on utilisera le fait que
les fonctions continues & support compact sont denses dans LP).

N

4. Soit f une fonction intégrable et g une fonction de classe C' & support compact. Montrer que f et
g sont convolables, que f * g est de classe C! et que, pour tout 1 < i < d, on a

of*9) _,, 9

5. Montrer que les fonctions C*° a support compact forment une partie dense de L? si 1 < p < 0.
Cela reste-t-il vrai pour L*>?

Exercice 4. Equation de la chaleur
Pour tout ¢ > 0 et x € R, on note

Gi(x) = W exp(—a?/4t)

la densité d’une loi gaussienne centrée de variance 2t. Soit f € LP(R) pour 1 < p < co. Montrer que
u; = Gy * f est solution de I’équation de la chaleur avec donnée initiale f, c’est & dire que

dug(z)  Puy(x)
5 o2 =0 pour (t,x) €]0,00[xR

et que u; converge vers f dans LP lorsque ¢ tend vers 0.

Référence : Brézis, Analyse Fonctionnelle.



