ENS Lyon Mathématiques
M1 Analyse avancée

Examen du 5 janvier 2012
Durée : 3 heures.

La consultation des notes de cours est autorisée.

Traiter cette partie sur la feuille de copie N. 1

Exercice 1

On rappelle le résultat suivant, qu'on pourra utiliser sans le démontrer : Si I est un intervalle ouvert de R et A € D'(I)

vérifie A =0 alors A est une distribution constante dans I.

On considére I’équation dans D'(R) :
22T — T =9, (%)

ou § désigne la distribution associée a la mesure de Dirac en 0.
1. Déterminer toutes les solutions de (%) a support contenu dans {0}.
2. Si T € D'(R) est une solution de (), déterminer les restrictions de T & D(]0, oc[) et D(] — oo, 0]).
3. Montrer que les distributions /|z[H (z) et /|z[H(—x) vérifient I'équation

20T — T = 0.

(On a noté par H la fonction d’Heaviside, c’est-a-dire la fonction caractéristique de R¥).

4. En déduire la forme générale des solutions de ().

Exercice 2

1. Donner une condition nécessaire et suffisante sur la suite (a,,) C R pour que la série > d,,, converge
dans D'(R), ol d,, désigne la masse de Dirac centrée au point a,.

2. Démontrer que si h € C*([—,7]), alors limy, o0 [ h(z)sin(n + 3)zdz = 0.

3. On rappelle la formule

n . 1
Z Jike _ sin(n + 5)

T )
S b

k=—n

valable pour x € R\27Z et n € N. Justifier I’égalité dans D'(R),

n
Jr, D e =e) duen

k=—n keZ

ou ¢ € R est une constante que 1’on déterminera.



Traiter cette partie sur la feuille de copie N. 2

Exercice 3

Soit I’espace de Hilbert H = ¢?(Z) des suites complexes (indexées par les entiers relatifs) de carré
sommable. Soit (e,)nez la base hilbertienne canonique de H (i.e. la suite (e,) a tous ses termes nuls,
sauf le néme qui vaut 1). Soit S Popérateur de décalage sur H défini par S(e,) = e 41 pour tout n € Z.

1. Quel est 'adjoint (hilbertien) de S?
2. Quel est le spectre ponctuel de S?
3. Quel est le spectre de S'?

Exercice 4
Les deux parties sont indépendantes.

1. Soit X un espace de Banach complexe séparable et réflexif, et T € £ (X) une application linéaire
continue sur X. Si x est un vecteur propre de T', on note A(z) la valeur propre associée, c’est-a-dire
I'unique nombre complexe vérifiant 7'(z) = A(x)z. On note P I'ensemble des vecteurs propres de T'
de norme inférieure ou égale a 1.

(a) Montrer que la fonction A définie par

A P — C
z — Ax)
est continue quand on munit P de la restriction de la topologie faible de X.

(b) Montrer que P U {0} est faiblement compact, puis que P s’écrit comme réunion dénombrable
de parties faiblement compactes de X.

(¢) En déduire que le spectre ponctuel de T' peut s’écrire comme réunion dénombrable de parties
fermées de C.

2. Soit K une partie de C. Donner une condition nécessaire et suffisante sur K pour qu’il existe un
opérateur auto-adjoint sur ¢2(N) dont le spectre ponctuel est égal & K.

Exercice 5
Soit X un espace de Banach, et A € Z(X) une application linéaire continue sur X. Le but de l’exercice
est de montrer 1’équivalence des deux assertions suivantes :
(i) 11 existe un opérateur B € .Z(X) tel que Id — AB et Id — BA sont compacts.

(ii) ker(A) est de dimension finie et im(A) est un sous-espace fermé de codimension finie.

1. En supposant (i), montrer que ker(BA) est de dimension finie, im(AB) de codimension finie, et en
déduire (ii).

2. Soit F' C X un sous-espace fermé. Montrer que F' est complémenté si et seulement si il existe une
application lindaire continue P € £(X) vérifiant P2 = P et im P = F.

3. Démontrer 'implication (ii) = (i).



Solution 1

. Si le support de T est contenu dans {0}, alors il existe n € N et ¢g,...,c, € C tels que T =
Z?:o ¢;0\9). Un calcul élémentaire montre que

—j6U=1D s j e N*.

Ainsi, en imposant que T' est solution de (x), on obtient

—> (2] +3)¢;6V) =4

Jj=0

Mais les distributions 4, §’, §”, ... sont linéairement indépendantes (pour le voir, on peut tester une
combinaison linéaire des ces distributions avec des fonctions test de la forme ¢(\-) et faire ensuite
tendre A — 400). On trouve alors 0 = ¢, = ... =¢; et ¢g = —1/3.

En conclusion, T = —1/3 - § est la seule distribution & support contenu dans {0} qui est solution
de (x).

. Soit T' € D'(R) une solution de (*) et u = T'|jg o[ la restriction de 7" & D(]0,00[). On a v’ — 5= =0
dans D’(]0, c0[). En multipliant par la fonction ﬁ (ce qui est autorisé parce que cette fonction

est C° dans ]0,00[) on trouve que (%)/ = 0 dans ]0, 00[. Grace au rappel, on en déduit que u
est de la forme u(z) = Cy/x, avec C' € C. De méme, si v = T|j_ o[, on a que v est de la forme

u(z) = C'y/|z|, avec C" € C.
. Pour toute fonction test ¢ € D(R), on a

eVt @) o) =~ [ Vi) do = [ Vapla) do = (ViH (). o)

Ainsi, la distribution \/|z|H (x) est solution dans D’(R) de 'équation 227" — T = 0.

Un calcul similaire montre que \/|z|H (—x) est aussi solution dans D'(R) de I’équation 221" —T = 0.
. Soit T € D'(R) une solution de (x). Alors T — [C'\/|z|H(z) + C'\/|z|H(—x)] est encore solution
de (%) dans D’'(R). Cette distribution s’annule dans R*, donc elle est portée par {0}. Elle doit étre
alors égale & —1/3 - 4.

Conclusion : la solution générale de (x) est

1
—§6+ [CV/|z|H (z) + C'/|z|H(—x)], C,C' e C.

Solution 2

. Soit (an) C R. La série Y d,, converge dans D’'(R) si et seulement si |a,| — oo. En effet, si
|an,| — oo, pour toute fonction test ¢ € D(R) seuls un nombre fini de points (a,,) appartiennent au
support de ¢ et la série numérique E(p(an) est alors convergente. Réciproquement, si |an| #4 00
alors la suite (a,) contient un point limite a € R. En choisissant une fonction test ¢ telle que
v(a) # 0, on voit que le terme générale de la série > ¢(a,) ne tend pas vers zéro. Donc Y d,,
diverge dans D'(R).

2. On peut intégrer par parties dans [—7, 7]. La conclusion est alors immédiate.
3. Soit ¢ € D(R). Soit M > 0 tel que le support de ¢ est contenu dans [—27 M, 27 M].

n ] eM+1)7 Sin 1
(3 o= [ sin(n ¥ 2)7 4

Nin L
Pl —@eM+1)x  SIDG

M T 1

3 / sin(e + 3)2 4 4 k) d
— Sin 5

k=—M"Y"T 2

La formule de Taylor appliquée a la fonction z — ¢(x + 2km) implique

o(x + 2km) = ¢(2k7) + x1p(x + 2kT), Y € CHR).



Posons, pour z € [—m,7] et © # 0, h(x) = ¥(x + 2k7m) 5. Cette fonction h se prolonge en une
2
fonction de classe C! dans [—, 7]. Nous avons

n M s : 1 ™
ik sin(n + 5)z .

( Z e, ¢) = Z (/_ T;dx o(2km) + 3 sin(n + 1)z h(z) dx

k=—n k=—M ™ 2 T
Mais f:r(zzzfn e’*) dz = 27. Ainsi, en appliquant le résultat de la deuxiéme question,

n M
lim (> e* ¢) =21 Y ¢(2km) =27 Y $(2kn).
k=—M

n— oo
k=—n keZ

Ceci montre que " e™** converge dans D'(R) vers la distribution 273", . Gopr-

Solution 3

1. 1l est facile de vérifier que S* est 'opérateur défini par S(e,) = e,_1 ; autrement dit S* = S~1.

1.

Supposons que x = (x,) est un vecteur propre de S associé a la valeur propre A. Alors on a
nécessairement x,, = CA", et comme ), |2, |2 < 400 on a nécessairement C' = 0. L’opérateur S
n’a donc pas de vecteur propre : son spectre ponctuel est vide.

Comme ||S]| = 1, le spectre de S est contenu dans le disque-unité. De plus, il est facile de vérifier
que

o(S)={N"1 ea(STH}).
Comme || S~ = 1, le spectre de S~ est aussi contenu dans le disque-unité, et donc le spectre de S
est inclus dans le spectre-unité. Soit § un complexe de module 1, et z,, le vecteur z,, = Z;é 0= ke

Alors ||z,| = v/n, et ||(S — 01d)x,| = v/2. En faisant tendre n vers linfini, on voit que S — 6Id
n’est pas inversible. Ainsi le spectre de S est égal au cercle-unité.

Solution 4

(a) Comme X est réflexif et séparable, X* est séparable, et donc la restriction de la topologie

faible restreinte & la boule-unité de X est métrisable. Il suffit donc de vérifier la continuité
séquentielle de A. Soit (x,) une suite de P convergeant faiblement vers z € P. Alors (Tx,,)
converge faiblement vers Tz (en effet, pour tout ¢ € X*, ¢(Tx,) converge vers ¢(Tx) car
¢oT € X*). Ainsi, la suite (A(x,)x,) converge faiblement vers A(x)z.
Comme (A(zy,)) est bornée (le spectre ponctuel est borné), il existe une sous-suite de (A(zy,))
qui converge, soit A’ sa limite. Mais comme (z,,) converge faiblement vers x, (A(@n, )%n,)
converge faiblement vers Nz, et donc Mz = A(x)z (la topologie faible est séparée), donc
N = A(z) (car z # 0). En appliquant le raisonnement précédant a toute sous-suite de (),
on montre que (A(x,)) converge vers A(x), d’ou le résultat.

(b) Par le théoréme de Banach—Alaoglu, et parce que X est réfléxif, la boule-unité de X est
faiblement compacte. Il suffit donc de montrer que P U {0} est faiblement fermé. Soit ()
une suite de P U {0} qui converge faiblement vers x. Posons A(0) = 0. Comme précédemment
(Tz,) = (Mzp)x,) converge faiblement vers Tz, et il existe une sous-suite de (A(z,)) qui
converge vers A € C. On en déduit que Tx = Az, et donc x € P U {0}.

Ainsi PU {0} est faiblement compact métrisable, par une distance d. Ceci implique que P est
réunion dénombrable de parties faiblement compactes, par exemple P = |J P, avec P,, = {x €
P : d(z,0) > 1/n}.

(¢) Le spectre ponctuel de T est 'image de P par 'application A ; comme l'image d’un compact est
compact on déduit des questions précédentes que o, (T") est réunion dénombrable de compacts
de C.

2. La condition nécéssaire est suffisante est que K est une partie (au plus) dénombrable et bornée de

R.

Par le théoréme spectral, tout opérateur autoadjoint T' € .Z(¢) s’écrit T = U—1M;U, oa U : {y —
L*(X, u) est une isométrie, (X, ) un espace mesuré o-fini, et M; 'opérateur de multiplication
sur L?(X, p) par une fonction f € L>(X, ) a valeurs réelles. 11 est facile de vérifier que o,(T) =
op(My). De plus A € 0,(My) si et seulement si pu({f = A}) > 0. Dans un espace mesuré o-fini, une
partition en parties de mesure non nulle est nécessairement au plus dénombrable, d’ou le résultat.
Réciproquement, si K est dénombrable, non vide et borné, on peut écrire K = {\,,n € N} pour
une suite bornée (\,,). On vérifie que 'opérateur diagonal défini par T'((x,,)) = (An2y,) convient. Si
K = (), on peut considérer 'opérateur de multiplication par la fonction z +— z sur L?[0,1].



Solution 5

1. Soit B € Z(X) tel que Id — AB et Id — BA sont compacts. Alors les opérateurs AB et BA sont de
la forme “identité moins un opérateur compact”, donc par l’alternative de Fredholm (4 un lemme
utilisé dans sa preuve) on sait que ker(BA) est de dimension finie et im(AB) fermé de codimension
finie. Comme ker(A) C ker(BA) et im(A) D im(AB), (ii) s’ensuit (puisque im(AB) C im(A) C X,
im A est de codimension finie, et fermé comme somme directe d’un sous-espace fermé et d’un sous-
espace de dimension finie).

2. Soit F' C X un sous-espace fermé complémenté. Par défintion, il existe un sous-espace fermé G tel
que X = F@G. Tout vecteur x € X s’écrit de maniére unique = = f+g, avec f € F, g € G. Posons
P(z) = f. On a bien P2 = P et im P = F'; il reste & voir que P est continue. Montrons que son
graphe est fermé : soit (z,, P(z,)) une suite dans le graphe de P qui converge vers (z, f). Comme
F est fermé, f € F. De plus (z, — Pz,) est une suite de G qui converge vers = — f, et comme G
est fermé on a  — f € G. Lécritre x = f + (x — f) montre alors que f = P(x), d’ou le résultat.
Réciproquement, étant donné P € .Z(F) tel que P? = P et im P = F, on vérifie que X = ker PO F,
donc F' est complémenté.

3. Supposons (ii). Comme ker A est de dimension finie, il est complémenté ; soit E un sous-espace fermé
tel que X = ker A @ E. Alors l'opérateur A est bijectif de E vers im A. Comme ces sous-espaces
sont fermés, cet opérateur est inversible, notons C' son inverse.

De plus, im A est complémenté car de codimension finie. Par la question précédente, il existe P €
Z(F) tel que P2 = P et im P = im A. Posons B = CP.

Alors pour tout € im A, on a (Id — AB)x = ¢ — ACPx = x — ACx = 0. De méme, pour tout
x€E, ona(Id-BAx=2—-CPAx=2—-CAz =0.

11 est facile de voir qu’un opérateur qui s’annule sur un sous-espace de codimension finie est de rang
fini, donc compact. Ainsi, les opérateurs Id — AB et Id — BA sont compacts, ce qui montre (i).



