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Chapitre 0

Rappels sur les espaces de Hilbert

Tout au long du cours, on travaillera sur un corps K, qui sera soit R soit C.

Définition 0.1 Un produit scalaire sur un espace vectoriel H est une application (-,-) vérifiant

— Pour tout h € H, Vapplication g — (g, h) est linéaire.

— Pour tous g,h € H, (g,h) = (h,g).

— Pour tout g € H \ {0}, {g,9) > 0.
On note alors ||g|] = /{g,9) et on vérifie que c’est une norme sur H. Un espace de Hilbert est un
espace vectoriel muni d’un produit scalaire, qui est de plus complet pour la norme || -||. Tous les espaces
de Hilbert que nous considérerons seront supposés séparables, c’est-a-dire admettant un sous-ensemble
dénombrable dense.

Une inégalité fondamentale est 1’'inégalité de Cauchy—Schwarz

(g, )L < llgll - 1IP]]-

On en déduit immeédiatement la formule suivante :

lgll = sup  [{g,h)|. (1)
heH,|[hl|<1

Définition 0.2 Sig,h € H, on dit que g et h sont orthogonauz, et on écrit g L h si (g,h) =0. Si M
est une partie de H, I’orthogonal de M est défini par

M* ={he€ HtqVYgec HhLg}

La remarque suivante est souvent utile : un sous-espace M C H est dense si et seulement si M+ = {0}.
De plus, si M est un sous-espace fermé, alors H se décompose en somme directe H = M @ M*.
On peut énoncer le théoréme de Pythagore : si fi,..., f, € H sont deux & deux orthogonaux, alors

Ifr 4+ fall? = AP+ 4 1 fall

Une identité a retenir est I'identité du parallélogramme : si f,g € H,

1F + gl + 11f = glI* = 2(/17 + llgl*)

Si M C H est un sous-espace fermé, on peut définir la projection orthogonale sur M, notée Py, de la
maniére suivante : pour h € H, Pysh est 'unique élément de M tel que h — Pysh L M. Alors Py est une
application linéaire telle que PZ, = Py, ||Pah|| < ||k pour tout h € H, ker Pyy = M+ et Im Py = M.

Définition 0.3 Une famille (e;);cr est une base orthonormale d’un espace de Hilbert H si
~ledll = 1.
— L’espace engendré Vect{e;} est dense dans H
—e; Lej pouri#j.



Tout espace de Hilbert admet une base orthonormale, qui est finie si et seulement si l’espace est de
dimension finie.

Les formes linéaires continues sur un espace de Hilbert sont particuliérement simples a décrire

Théoréme 0.4 (Théoréme de représentation de Riesz) Soit ¢ une forme linéaire continue sur un
espace de Hilbert H. Alors il existe un (unique) vecteur y, € H tel que, pour tout x € H

L(x) = (x,ye).
Enfin, voici une différence fondamentale entre K" et les espaces de Hilbert de dimension infinie.

Théoréme 0.5 Soit H un espace de Hilbert et By sa boule-unité. Alors By est compacte si et seulement
si H est de dimension finie.

Voici les principaux exemples d’espaces de Hilbert qu’il faut avoir en téte :

Exemple 0.6 L’espace K™, muni du produit scalaire défini par

n
i=1

est un espace de Hilbert. La base canonique de K" est une base orthonormale.

Exemple 0.7 L’espace lo(N) = {(tn)neN t-a. D, en |un|? converge}, muni du produit scalaire

(u,v) = Z U Uy

neN

Pour k € N, on note ey la suite dont tous les termes sont nuls, a l’exception du k-éme qui vaut 1. Alors
(ex)ken est une base orthonormale de ¢5(IN).
On peut définir de maniére identique lespace €2(Z) des suites de carré sommables indexées par Z.

Exemple 0.8 Si (X,Q,u) est un espace mesuré (par exemple : un intervalle de R, avec la mesure de
Lebesgue), l'espace

PO = {1 X Kt [ 11@)Pdua) < 400}/ ~

est l’espace des classes d’équivalences de fonctions de carré intégrable, ot ~ est la relation d’équivalence
définie par
f~9g <= f=9 p—pp

C’est un espace de Hilbert quand on le munit du produit scalaire
()= [ r@adute).
Si K = C, une base orthonormale de L?([0,1],dx) est donnée par (ep)nez, 0l e, est la fonction

en(x) = exp(2minz).

On retrouwve ainsi la théorie des séries de Fourier.



Chapitre 1

Propriétés élémentaires et premiers
exemples

Nous étudierons les applications linéaires continues d’un espace de Hilbert H dans lui-méme. Une
grande partie des théorémes est également valable pour les applications linéaires continues entre deux
espaces de Hilbert H et K ; mais nous n’en parlerons pas pour plus de concision.

Proposition 1.1 Soit H un espace de Hilbert et A : H — H une application linéaire. Alors les assertions
suivantes sont équivalentes :

1. A est continue.
2. A est continue en 0.
3. Il exziste x € H tel que A est continue en x.

4. Il existe une constante ¢ > 0 telle que ||Ah|| < c||h|| pour tout h € H.

Définition 1.2 On appelle opérateur sur H une application linéaire continue de H dans H. On note
Z(H) lensemble des opérateurs sur H. Si A € L (H), on définit sa norme opérateur par

[A[l = sup{[|[AR[| : h € H, [|h]| < 1}.

Proposition 1.3 Voici quelques propriétés de la norme opérateur.
1. Si Ae Z(H), alors ||A]| =0 si et seulement si A = 0.
2. Si A,Be Z(H), alors A+ Be £ (H) et ||A+ B| < || Al + || B]|-
3. SiacKetAe L(H), alors aA € L(H) et ||aA| = |af - [|4].
4. Si A,B € X (H), alors AB € Z(H) et |AB|| < ||A|| - ||B|| (AB désigne la composition Ao B).

Les trois premiers points de la proposition précédente affirment que || - || définit une norme sur .2 (H).

Exemple 1.4 Si H est de dimension finie n, toute application linéaire de H dans H est continue.
Etant donnée une base (e1,...,e,) de H, on peut identifier A € Z(H) a la matrice (a;;) définie par
Qi = <A6,j,€j>.

Exemple 1.5 Soit H = {5 et (e1,e2,...) sa base canonique. Si A € L(H), on pose a;; = (Ae;,e;). La
« matrice » (a;;) représente A de la méme facon qu’en dimension finie. Cependant, on ne connait pas
de formule permettant de calculer ||A|| en fonction de sa représentation matricielle.

Réciproquement, étant donné (ouj)i jen+, une condition nécessaire et suffisante pour qu’il existe un
opérateur A € L (H) tel que (Ae;,ej) = oyj est que

n
sup sup | 7 aijays | forl? oo foeal <L P 4 Jyal’ S 1P < oo
ne ij=1



Exemple 1.6 Un exemple d’opérateur est l’'opérateur de Volterra défini sur L?[0,1] par

@:ﬂfﬂw@

Exemple 1.7 Un autre exemple important d’opérateur est le shift S défini sur ¢2(N) par
S(ag,az,...) =(0,a1,a9,...).
On a |S] =1.

Exemple 1.8 Soit (X,Q, 1) un espace mesuré o-fini et H = L?(u). Si ¢ € L>(u). On peut définir un
opérateur M, € L (H) en posant M, f = ¢f, et qu’on a alors || M| = ||¢]|sc-

DEMONSTRATION — On rappelle que la norme |||/ est définie comme le supremum essentiel de ¢
[¢lloo = inf{c > 0 t.q. (|| > ¢) = 0}.

On peut, quitte a modifier ¢ sur un ensemble de mesure nulle, supposer que |p(z)| < [|¢|l-o pour tout
x € X. Pour f € L?(u), on a alors

|Wﬁwzjmﬁw<w@/uwwwwiwm%

ce qui implique que M, € Z(H) et || M| < [|¢]l

Pour montrer 1’égalité, soit e > 0. Alors, u étant o-finie, il existe A € Q tel que 0 < p(A) < u(Q) et
lo(x)| = [|¢lleo — € pour tout & € A . On pose alors f = (u(A))"/214, alors f € L?(u) et || f]la = 1.
Ainsi

1M1 = llpf1I3 = (u /I@Igdu (Il — €)%

En faisant tendre ¢ vers 0, on obtient || Myl > ||¢||oo- |

L’opérateur M, défini ainsi s’appelle opérateur de multiplication et la fonction ¢ s’appelle le
symbole de M.

Exemple 1.9 Soit (X,Q,pn) un espace mesuré et k : X x X — K une fonction Q @ Q-mesurable telle
qu’il existe des comstantes ci et co vérifiant

/kal?y\d# <c p—pp.

/Ikxyldu x) <co p—pp.

Alors Uapplication K : L*(n) — L*(n) définie par

aﬁsz@wﬁ@mmw

définit un opérateur sur H = L?(u), et | K| < \/c1ca.

DEMONSTRATION — Si f € L?(u), on écrit

K@l < [kl Fw)ld)



On en déduit que

K@ Pdut) < o [ [ bl 170)Pdu@)du)
/ /]
= o [ ([ Weldn) ) duto)
< aclfl?

Ceci montre que K f est bien défini, que Kf € L?(u), et que K est un opérateur sur L?(u) vérifiant
IKfII” < crea fII?, done | K| < (/erea. u

L’opérateur K défini ainsi s’appelle un opérateur intégral et k s’appelle le noyau de K (attention
a ne pas confondre avec ker K qui est un sous-espace de L?(11)). L’opérateur de Volterra est un exemple
d’opérateur intégral (quel est le noyau associé ?)



Exercices

Le nombre d’étoiles dans la marge correspond a la difficulté (qui est néanmoins une notion subjective).
(*) Tres facile : un moyen de voir si on a compris le cours.
(**) Facile : application immédiate du cours.

)
)
(***) Moyen : demande un peu de réflexion mais reste proche du cours.
(****) Plus difficile : demande d’enchainer plusieurs raisonnements.

)

(FFFFF) Treg difficile : demande une ou plusieurs idées originales.
Exercice 1.1 — Démontrer la proposition 1.1.
Exercice 1.2 — Vérifier qu'on a les égalités suivantes :
[All = sup{[|AR] : [|nl]] = 1}

[ AR }
supq ——— :h#0
{ [[7]
inf{c > 0: ||Ah| < ¢||h|| pour tout h € H}

Exercice 1.3 — Démontrer la proposition 1.3.

Exercice 1.4 — Soit H un espace de Hilbert et (e,) une base orthonormale de H. Soit (o) une suite
bornée de scalaires et M = sup |, |. Montrer qu’il existe un unique opérateur A € £ (H) tel que

Ae, = ane,

et montrer que |Al| = M. On dit que l'opérateur A est diagonal.
Exercice 1.5 — Montrer que .Z(H) est complet pour la norme || - ||.

Exercice 1.6 — A quelle condition sur le symbole ¢ est-ce que 'opérateur de multiplication M,
satisfait M2 = M, ?

Exercice 1.7 — Soit (X, Q, 1) un espace mesuré o-fini et k;, ko deux noyaux satisfaisant aux conditions
de I’exemple 1.9. On définit un noyau k par la formule

ke, y) = /X ka2, 2)ka (2, ) du(2).

Montrer que k satisfait aussi les conditions de I’exemple 1.9. Si on note K, K1, K> les opérateurs intégraux
de noyaux respectifs k, k1, ko, montrer que K = K7 K5. Qu’est-ce que cela vous rappelle?

Exercice 1.8 — Soit (e,,) la base canonique de /5. Etant donné une matrice (@ij)i jen, il n’est pas
toujours vrai qu’il existe un opérateur A € Z(¢5) tel que (Ae;, e;) = a;; (donner un exemple). On suppose
que a;; > 0 et qu’il existe des réels p; > 0, et 3,y > 0 tels que

o0
Z a;jpi < Bpj
i=1

o0
Zaijpj < P
j=1
pour tous ¢,j € N. Montrer qu’alors il existe un opérateur A € Z(¢3) tel que (Ae;, e;) = a;j;, et que

Al < VB

Exercice 1.9 — La matrice de Hilbert est définie pour 4,5 € N par a;; = (i + j + 1)~*. Montrer qu'il
existe un opérateur A € Z({3) telle que (Ae;, e;) = a;j, et que [|A]| < 7.

(***)

(*)

(**)

(****)

(*****)



Chapitre 2

Autour du théoréme de Baire

Le théoréme de Baire est un outil fondamental lorsqu’on travaille en dimension infinie. Les résultats
de ce chapitre n’ont rien de spécifique aux espaces de Hilbert et sont vrais dans n’importe quel espace de
Banach. La propriété importante est ici la complétude.

Théoréme 2.1 (Baire) Soit X un espace métriqgue complet et (U,)n>1 une suite d’ouverts denses de
X. Alors (U, est dense dans X.

De méme, si (F,)p>1 est une suite de fermés d’intérieur vide de X, alors \JF,, est d’intérieur vide
dans X.

DEMONSTRATION — Soit By C X un ouvert non vide. Comme U; est dense, il existe une boule By, de
centre x7 et de rayon r; < 1 telle que adh By C U; N By. Ensuite, comme Us est dense, il existe une boule
Bs, de centre x5 et de rayon ro < 1/2 telle que adh By C U; N By. De proche en proche, on construit B,
de centre z,, et de rayon r, < 1/n, telle que adh B,, C U,, N B,,—1. En particulier, la suite (adh B,,) est
décroissante, et la suite (x,,) est de Cauchy donc converge ; soit z sa limite. Pour tout n, « € adh B,, C U,
et donc z € (\U,,. Comme on a aussi € By, on a montré que ’ensemble (U, intersecte tout ouvert,
donc il est dense.

La deuxiéme partie de ’énoncé découle de la premiére en passant au complémentaire. |

Théoréme 2.2 (de application ouverte) Si T € L (H) est un opérateur surjectif, alors pour tout
owvert U C H, T(U) est ouvert.

DEMONSTRATION — Comme T est linéaire, il suffit de montrer que 'image de la boule-unité contient
un voisinage de 0. Soit B = B(0, 1) la boule-unité ouverte de H. Comme T est surjectif, on peut écrire
T = U,en 2adh(nT'(B)). Par le théoréme de Baire, il existe n € N tel que adh(nT'(B)) est d’intérieur non
vide. Soit € H et ¢ > 0 tel que adh(nT'(B)) D B(x,e). On a aussi adh(nT'(B)) D B(—=,¢), et donc
adh(nT'(B)) étant convexe (exercice), adh(nT'(B)) D B(0,¢) et donc B C adhT(AB) avec A = n/e.
Montrons que cela implique que B C T(2AB). Soit z € B; comme z € adhT(AB), il existe 21 avec
[z1]] < A et ||z — T2y < i. De méme, comme z — Tz; € adhT(3B), il existe x5 avec [|za]| < A/2

et ||z — Tzq — Txs|| < 1. On construit ainsi par récurrence une suite (z5) vérifiant ||z | < A/2"! et
|z — (Tzy+---+Tx)|| < 1/2%. La série convergeant normalement, on peut poser x = >_ xy, et ||z < 2,

donc z € 2AB. Comme T est continue, on a Tx = z. Ainsi z € T'(2AB). Ceci conclut la preuve. |

Théoréme 2.3 (de opérateur inverse) Si A € Z(H) est un opérateur bijectif, alors A~ est aussi
un opérateur.

Si H est un espace de Hilbert, on peut aussi munir H x H d’une structure d’espace de Hilbert & I’aide
du produit scalaire

((w1,91), (22, 92)) = (w1, 22) + (Y1, Y2)-



Théoréme 2.4 (du graphe fermé) Le graphe d’une application linéaire A : H — H est la partie de
H x H définie comme
G(A) ={(h,Ah):h € H}.

Si G(A) est fermé dans H x H, alors A est continue.

Exercices

Exercice 2.1 — Soit K C H un convexe. Montrer que l'intérieur de K et ’adhérence de K sont
convexes.

Exercice 2.2 — Démontrer le théoréme de 'opérateur inverse.

Exercice 2.3 — Démontrer le théoréme du graphe fermé.

Réciproquement, montrer que le graphe d’un opérateur est toujours fermé.

Exercice 2.4 — Soit H un espace de Hilbert de dimension infinie, et (e;);c; une famille génératrice de
H (en tant qu’espace vectoriel). Montrer que I n’est pas dénombrable.

Exercice 2.5 — Montrer qu’une suite (z,) de H qui converge faiblement vers 0 (i.e., lim(z,,y) =0
pour tout y € H) est bornée.

(**)

(***)

(***)

(****)



Chapitre 3
L’adjoint d’un opérateur

Proposition-définition 3.1 Soit H un espace de Hilbert et A € L(H). Alors il existe un unique opé-
rateur A* € L (H), appelé adjoint de H, qui vérifie la relation suivante : pour tous x,y € H,

De plus, on a ||Allop = [|A*||op-

DEMONSTRATION — D’aprés I'inégalité de Cauchy—Schwarz et la définition de la norme opérateur, on a
I'inégaliteé
[(Az, )| < |Allop - Iz - [[y]l-

Ainsi, l'application ¢, :  +— (Az,y) est une forme linéaire continue sur H, et par le théoréme de
représentation de Riesz, il existe un unique élément dans H — notons-le A*(y) — tel que

<Ax7y> = <Z‘,A*y>

On vérifie facilement que pour tous y,z € H et A € K, A*(y) + AA*(z) vérifie la propriété qui définit
A*(y + Az). Par unicité, A*(y) + AA*(z) = A*(y + \z), ce qui prouve que A* est linéaire.
Enfin, on calcule la norme opérateur de A*

[A™lop = sup  [{(A"z,y)| = sup  [{y,A"x)| = sup  [(Ay,z)| = [Allop-
Izl <L lyl<1 Izl <1 lyli<t Izl <Lllyl<t

Proposition 3.2 Soit A,B € ¥ (H) et o € K. Alors
1. (@A+ B)* = aA* + B*.
2 (AB)* = B*A*.
3. (A7) = A.
4. Si A est inversible d’inverse A™', alors A* est inversible et (A*)~t = (A71)*.

Rappelons que A € Z(H) est dit inversible s’il existe B € £ (H) tel que AB = BA = Id. L’opérateur
B est alors unique et on le note A~ L.

Proposition 3.3 Si A € Z(H), alors ||A|| = ||A*|| = ||AA*||*/2.
DEMONSTRATION — Pour h € H avec ||h]| <1, on a
|AR* = (Ah, Ah) = (A" Ah, h) < [[A"AR|| - [|h]| < [|A* A < [|A%] - ]| Al

et donc en prenant le supremum sur h, ||A[|? < [|[A*A|| < ||4%| - ||A]|. En simplifiant par || A||, on obtient
|A]| < ||A*||. En remplacant A par A*, on obtient ||A*|| < ||A**|| = ||A4||. Ainsi ||A]] = ||4*]|, et la chaine
d’inégalités est en fait une chaine d’égalités. |



Proposition 3.4 Soit S : (> — (% le shift défini par S(ay,az,...) = (0,1, s,...), alors S* est défini
par S* (a1, qa,...) = (a2, as,...).

DEMONSTRATION — Soit (av,) et (3,) dans 2. Alors

(S%(am), (Bn)) = ((an),S(Bn))
= ((a1,2,...),(0,081,02,...)
= ol +azfs+ -
= ((ag,as,...),(B1,P2,...)).

Ainsi S* est bien donné par la formule annoncée. |

Définition 3.5 Un opérateur A € L(H) est dit
— hermaitien ou auto-adjoint si A* = A.
— positif s’il est hermitien et si de plus (Ah,h) > 0 pour tout h € H.
— unitaire si A est inversible et A* = A~1.
- normal si AA* = A*A.

Proposition 3.6 Si A est auto-adjoint, alors
[All = sup{[(Ah, h)| - ||| = 1}
DEMONSTRATION — Soit M = sup{|(Ah, h)| : ||h|| = 1}. Si ||h|| = 1, alors |(Ah, h)| < ||A|| et donc M <

| A]|. D’autre part, remarquons d’abord que pour tout f dans H, |(Af, f)| < M| f||?. Si ||A] = |lg] = 1,
alors

Ny

(A(h£g),h£g) = (Ah,h) £ (Ah,g)+ (Ag,h) + (Ag,9)
= (Ah,h) £ (Ah,g) £ (g, A"h) + (Ag, g)

Puisque A = A*, cela implique
(A(h 4 g),h + g) = (Ah, h) + 2R(Ah, g) + (Ag, g)
En soutrayant 'une de I'autre de ces inégalités, on obtient
AR(Ah, g) = (A(h+g), b+ g) — (A(h = g),h — g) < M(|[h+ gl* + | = gl*).
On obtient alors, par identité du parallélogramme,
AR(AR, g) < 2M(|[R]* + [lg]|*) = 4M.
Soit maintenant 0 € [0, 27 tel que (Ah, g) = €®|(Ah, g)|. En appliquant I'inégalité précédente avec e:¥h

a la place de h, on obtient [(Ah,g)| < M dés lors que ||h|| = ||g]| = 1. On prenant le supremum sur g et
h, on obtient ||A]| < M. [ |

Corollaire 3.7 Si A = A* et si (Ah, h) =0 pour tout h, alors A =0.

Ce corollaire n’est pas vrai si on ne suppose pas A = A*. Par exemple, soit A = ( _01 (1) ) sur R2.
Alors (Ah, h) = 0 pour tout h € R2.

Si H est un espace de Hilbert complexe et si A € Z(H), alors les opérateurs B = (A + A*)/2 et
C = (A — A*)/2i sont auto-adjoints et A = B +iC. Les opérateurs B et C sont appelés respectivement
partie réelle et partie imaginaire de A.

Proposition 3.8 Soit A € Z(H). Les assertions suivantes sont équivalentes

(a) A est normal.
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(b) ||AR|| = ||A*h]|| pour tout h.
Dans le cas compleze, ces assertions sont équivalentes a

(¢) Les parties réelles et imaginaires de A commutent.

DEMONSTRATION — Si h € H, alors ||Ah|* — ||A*h||?> = (Ah, Ah) — (A*h, A*h) = ((A*A — AA*)h, h).
Puisque A*A — AA* est hermitien, 1’équivalence de (a) et (b) découle du corollaire 3.7.
Si B et C sont les parties réelle et imaginaire de A, alors on calcule

A*A = B? —iCB+iBC + (C?,

AA* = B> +iCB — iBC + C?,

et donc A*A = AA* si et seulement si BC' = CB. |
Un opérateur A € Z(H) est une isométrie si il préserve la norme, c’est-a-dire si ||Ah|| = ||h| pour
tout h.

Proposition 3.9 Si A € L(H), les assertions suivantes sont équivalentes
1. A est une isométrie.
2. A*A =1d.
3. (Ah, Ag) = (h, g) pour tout h,g dans H.
DEMONSTRATION — Comme (A*Ah, g) = (Ah, Ag), on voit facilement que (2) et (3) sont équivalents.

On obtient (1) & partir de (3) en prenant g = h. Pour montrer (1) = (3), on utilise la formule de
« polarisation »

(Ah, Ag) = < (IlA(h+ 9)I* = [|A(h — g)|I” + i A(h +ig)lI* — il A(h — ig)]|*)

N

Terminons avec un théoréme facile mais important
Théoréme 3.10 Si A € £ (H), alors ker A = (Im A*)*.

DEMONSTRATION — Si h € ker A et g € H, alors (h, A*g) = (Ah,g) = 0 donc ker A C (Im A*)L. Dans

'autre direction, si h L Im A* et g € H, alors (Ah,g) = (h, A*g) = 0, et donc (Im A*)* C ker A. |
Exercices
Exercice 3.1 — Démontrer la proposition 3.2 (*)

Exercice 3.2 — Soit (X, (2, ) un espace mesuré o-fini et M, 'opérateur de multiplication de symbole (*)
. Déterminer M.

Exercice 3.3 — Si H est de dimension finie et A € Z(H) est défini par sa matrice m, montrer que (*)
A* est représenté par la transconjuguée de m, définie par m’ .

Exercice 3.4 — Si K est 'opérateur intégral de noyau k, montrer que K* est l'opérateur intégral de (**)
noyau k* défini par k*(z,y) = k(y, x).

Exercice 3.5 — Montrer que (*)

1. Un opérateur de multiplication M, est toujours normal; M, est hermitien si et seulement si ¢
prend des valeurs réelles; M, est unitaire si et seulement si |¢| = 1 presque partout.

2. Un opérateur intégral K de noyau k est hermitien si et seulement si k(x,y) = k(y,x) presque
partout.

3. Le shift n’est pas normal.
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Exercice 3.6 — Quel est 'adjoint de 'opérateur de Volterra V' 7 Quelle est I'image de V + V*?

Exercice 3.7 — Soit A et B deux opérateurs auto-adjoints. Montrer que AB est auto-adjoint si et
seulement si A et B commutent.

Exercice 3.8 — Soit A un opérateur normal. Monter que A est injectif si et seulement si A a une image
dense. Donner un exemple d’un opérateur B injectif d’image non dense, et d’un opérateur C' surjectif et
non injectif.

Exercice 3.9 — Soit f(z) = ) @,2" une série entiére de rayon de convergence R > 0. Si A est un
opérateur avec ||A|| < R, construire un opérateur 7' tel que pour tous h,g € H

oo

(Th,g) =Y an(A"h,g).

n=0
Cet opérateur est noté f(A). Montrer que si A est auto-adjoint, alors exp(iA) est unitaire.

Exercice 3.10 — A quelle condition sur le symbole ¢ € L*°[0, 1] est-ce qu’un opérateur de multiplication
M, : L?[0,1] — L?[0,1] est injectif ?

Exercice 3.11 — A quelle condition sur le symbole ¢ € L>°[0, 1] est-ce qu’un opérateur de multiplication
M, : L?[0,1] — L?[0,1] est surjectif?

Exercice 3.12 — Si H est un espace de Hilbert complexe et si A € Z(H) vérifie (Ah,h) = 0 pour
tout h € H, montrer que A = 0.

Exercice 3.13 — Soit A € Z(H). Montrer que A est unitaire si et seulement si A est une isométrie
normale.

Exercice 3.14 — Si H est un espace de Hilbert complexe et A € £ (H), montrer que A est hermitien
si et seulement si (Ah, h) € R pour tout h € H. Montrer que 1’équivalence est fausse pour les espaces de
Hilbert réels.

Exercice 3.15 — Montrer qu'un projecteur orthogonal est auto-adjoint.

Exercice 3.16 — Montrer que si un opérateur A est positif, alors pour tout n > 1, opérateur A™ est
positif.

Exercice 3.17 — Démontrer le lemme de Douglas (1966) : si A et B sont deux opérateurs sur un

espace de Hilbert H, il y a équivalence entre
(a) ImA C Im B.
(b) Il existe une constante A > 0 telle que ABB* — AA* est un opérateur positif.
(c) Il existe C € Z(H) tel que A= BC.

Indications : pour démontrer (a) = (c), on montrera que pour tout f € H, il existe un unique h €
(ker B)* tel que Bh = Af; en posant h = C'f on montrera que C' un opérateur. Pour démontrer (b)
= (c), on définira D sur Im(B*) par D(B*f) = A*f et on montrera que 'on peut prolonger D en un
opérateur sur H.

Exercice 3.18 — Soit A un opérateur normal. Montrer que ker(A) = ker(A*) et Im(A) = Im(A*).
Indication : utiliser ’exercice précédent.

12

(**)

(**)

(***)

(**)

(****)

(**)

(***)

(**)

(***)

(*****)

(***)



Chapitre 4

Opérateurs compacts

Nous introduisons dans ce chapitre les opérateurs compacts, qui en un certain sens se comportent le
méme maniére que les opérateurs en dimension finie. On note By la boule-unité fermée de H.

Définition 4.1 Soit T € L(H). On dit que T est compact si l'adhérence de T(By) est compacte dans
H. On note ¢ (H) l’ensemble des opérateurs compacts.

Quand H est de dimension finie, le théoréme 0.5 implique que Id n’est pas compact.

Proposition 4.2 J(H) est un idéal fermé de l'algébre L (H), c’est-a-dire que
1. X (H) est un sous-espace fermé de L (H) (pour la norme opérateur).
2. SiAec X(H) et Be % (H), alors AB et BA sont compacts.

Définition 4.3 Un opérateur T € £ (H) est dit de rang fini si InT est de dimension finie; son rang
est la dimension de ImT.

Théoréme 4.4 Soit T € £ (H). Les assertions suivantes sont équivalentes
(a) T est compact.
(b) T* est compact.

(c) 1l existe une suite (T),) d’opérateurs de rang fini qui converge vers T (pour la norme opérateur).

DEMONSTRATION —
(¢c) = (a) C’est une conséquence du fait que £ (H) est fermé et qu’'un opérateur de rang fini est compact.

(a) = (c) Soit L = adh(ImT). Si L est de dimension finie, le résultat est évident ; sinon soit (e, eq,...) une
base hilbertienne de L. Soit P, la projection orthogonale sur Vect(ey,...,e,). On pose T,, = P, T,
il est clair que T;, est de rang fini. On vérifie d’abord que

Lemme 4.5 Si h € H, alors la suite (T,,h) converge vers Th.

En effet, posons k = Th, et «,, = (k,e,). Alors T,h = ajeq + -+ - + aye, et donc |Th — T,h||? =
> renit lak]?. Comme la série Y |ag|? converge, cette quantité tend vers 0.

Si T est compact, alors pour tout ¢ > 0, T(Bg) est contenu dans la réunion d’un nombre fini de
boules de rayon /3. Soient Thy,...,Thy, les centres de ces boules. Si ||h|| < 1, il existe un j tel
que |Th — Th,|| < €/3, et donc pour tout n,

ITh = Tuhl < Th—Thyll + | Th; — Tuhy | + | Pa(Thy — Th)|
< 2(Th = Thyl| + [|Th; — Tohy]|
< 2e/3+ || Th; — Tohy|l
D’aprés le lemme, il existe un entier ng tel que si n > ng, alors || Th; — T,,h;|| < €/3 pour tout j.

Ainsi (T — T,)h|| < e pour tout h vérifiant ||h| < 1, et donc [|T — T, || < €. pour n > ng, ce qui
montre que la suite (7},) converge vers T
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(b) <= (c) Cette équivalence est une conséquence de 1’équivalence A de rang fini <= A* de rang fini, que
nous laissons en exercice.

Au cours de I'implication (a) = (c), on a en fait montré le corollaire suivant

Corollaire 4.6 Si T € Z(H) est un opérateur compact et (e, ea,...) est une base orthonormale de H,
et si on note P, la projection orthogonale sur Vect(ey,...,ey), alors |P,T —T| — 0.

Définition 4.7 Soit T € Z(H).

1. Un nombre complexe )\ est une valeur propre de T s’il existe un vecteur h € H, h # 0 tel que
Th = Ah. Un tel vecteur h est appelé un vecteur propre de T'.

2. On appelle spectre ponctuel de T, et on note o,(T'), I’ensemble des valeurs propres de T

3. Le spectre de T est défini comme
o(T) :={X € C t.q. T — A\Id n’est pas inversible.}
Comme un opérateur inversible est nécessairement injectif, on a op,(T) C o(T).

Proposition 4.8 Soit T un opérateur compact et A € 0,(T). Si A # 0, alors lespace propre ker(T — AId)
est de dimension finie.

DEMONSTRATION — Supposons par ’absurde que ker(T' — AId) contienne une suite orthonormale infinie
(en). Comme T est compact, on peut en extraire une sous-suite (e, ) telle que (Te,,) converge. Mais
pour ny # nj, on a

HTenk - Tenj H = |>‘| : ||enk — €n; ” = \/§|)“7

ce qui contredit le fait que (Te,, ) est une suite de Cauchy. |

La proposition suivante est utile pour prouver qu’un opérateur compact a des valeurs propres.

Proposition 4.9 Soit T un opérateur compact et X\ # 0. Si inf{|[(T — AId)R|| : ||h]| = 1} = 0, alors
A€ op(T).

DEMONSTRATION — Par hypothése, il existe une suite (h,) de vecteurs de norme 1 telle que |[(T —
Ad)h, | — 0. Comme T est compact, il existe une sous-suite (h,, ) telle que (Th,, ) converge vers f € H.
En écrivant h,, = A" [Thy,, —(T—\Id)H,, ], on voit que h,, converge vers A~! f. En particulier || f|| = ||
donc f # 0. De plus, (Th,, ) converge alors vers A~1Tf, ce qui montre que A"'Tf = f, donc Tf = \f.
On a donc bien trouvé un vecteur propre, et A € o,(T). |
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Exercices

Exercice 4.1 — Démontrer la proposition 4.2. Pour montrer que J# (H) est fermé, on pourra procéder
comme suit : soit T dans ’adhérence de ¢ (H). Montrer que pour tout € > 0, T'(Bg) peut étre recouvert
par un nombre fini de boules de rayon e. En déduire que T'(By) a une adhérence compacte.

Exercice 4.2 — Montrer qu'un opérateur de rang fini est compact.

Exercice 4.3 — Soit A € Z(H) un opérateur de rang 1. Montrer qu’il existe x,y dans H tels que pour
tout h € H, Ah = (h,y)x. Que vaut alors A*?

Exercice 4.4 — Montrer que A est de rang fini si et seulement si A* est de rang fini et terminer la
preuve du théoréme 4.4.

Exercice 4.5 — Montrer qu'un opérateur compact qui a une image fermée est de rang fini.

Exercice 4.6 — Si T € .Z(H) est compact et si (e,)nen est une base orthonormale de H, montrer
que ||Te,|| tend vers 0.

Exercice 4.7 — Soit H un espace de Hilbert et (e,,),en une base orthonormale de H. Soit (a,) une
suite bornée de scalaires. Monter que I'opérateur diagonal A défini par Ae, = aye, est compact si et
seulment si lim a,, = 0.

Exercice 4.8 — Montrer que si un symbole ¢ € L°(0,1) est tel que 'opérateur correspondant
M, € £(L?[0,1]) est compact, alors ¢ = 0 p.p.

Exercice 4.9 — Soit k € L?([0,1]?) et K l'opérateur intégral associé. Montrer que | K| < ||k|z2. En
déduire que tout opérateur de ce type est compact. C’est en particulier le cas de 'opérateur de Volterra.

Indication : soit (f,)nen une base Hilbertienne de L?([0,1]). On pose fi;(z,y) = fi(x)f;(y). Montrer
que (fij)i jen est une base Hilbertienne de L?([0,1]?), et que 'opérateur intégral associé & f;; est de rang
1.

Exercice 4.10 — Montrer que le spectre ponctuel de 'opérateur de Volterra est vide.

Exercice 4.11 — Quel est le spectre ponctuel du shift sur ¢5(N)?

Exercice 4.12 — Montrer que le spectre ponctuel d’un opérateur unitaire est contenu dans le cercle-
unité.
Exercice 4.13 — Soit T un opérateur compact sur un espace de dimension infinie. Montrer que

0 € o(T). A-t-on forcément 0 € 0,(T) ?

Exercice 4.14 — Soit T un opérateur compact et A un nombre complexe tel que A # 0, A ¢ o,,(T') et
A & 0,(T*). Montrer que T — Md est inversible — et donc, A & o(T).

Exercice 4.15 — Montrer qu'un opérateur 7' € £ (H) est compact si et seulement si, dés que (z;,)
converge faiblement vers x, alors (T'z,,) converge en norme vers T'z. On rappelle qu’une suite (z,,) converge
faiblement vers x si lim(x,, h) = (x, h) pour tout h € H.

Exercice 4.16 — Soit (e,,) une base orthonormale d’un espace de Hilbert H. Si A € £ (H), on définit

la quantité | Al|gs par
1Allzs = | Y I Aen]?.
neN

On note Cy = {A € Z(H) t.q. ||A||lgs < +oo}. Montrer que la valeur de ||A||gs ne dépend pas du choix
de la base orthonormale, et que (Cy, || - || ms) est un espace de Banach, et méme un espace de Hilbert. Les
opérateurs dans Cy sont appelés opérateurs de Hilbert—Schmidt.
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Chapitre 5

Diagonalisation des opérateurs
compacts auto-adjoints et normaux

Voici le principal résultat du chapitre : tout opérateur compact auto-adjoint est diagonalisable.

Théoréme 5.1 Soit T € Z(H) un opérateur compact auto-adjoint. Alors il existe une suite (\,) de
réels tendant vers 0, et une famille orthonormale (e,,) dans H tels que, si P, désigne la projection sur

Vect e,
T=> AP,
n=1

la convergence ayant lieu au sens de la norme opérateur.

Avant de démontrer le théoréme 5.1, énongons quelques résultats généraux. Un sous-espace fermé
E C H est dit invariant par A si A(E) C E. Le lemme suivant est facile

Lemme 5.2 Soit E C H un sous-espace fermé, et A € £ (H). Alors E est invariant par A si et seulement
si B+ est invariant par A*.

Proposition 5.3 Si A est un opérateur normal et A € K, alors ker(A — Ald) = ker(A — AId)*. De plus,
Uespace ker(A — AId) est invariant par A et par A*.

Proposition 5.4 Si A est un opérateur normal, et A\, u sont deuz scalaires distincts, alors ker(A—AId) L
ker(A — pld).

Proposition 5.5 Si A est auto-adjoint, alors 0,(A) C R.

Pour démontrer le théoréme 5.1, il faudra exhiber des valeurs propres de T'. Pour cela, le lemme-clé
est le suivant

Lemme 5.6 Si T est un opérateur compact auto-adjoint, alors U'un des deuz nombres || T| est une
valeur propre de T.

DEMONSTRATION — Si T' = 0, c’est évident. Sinon, la proposition 3.6 fournit une suite (h,,) de vecteurs
de norme 1 telle que [(Thy,h,)| — ||T||. Quitte & remplacer (h,) par une de ses sous-suites, on peut
supposer que (Thy, hy,) — A, avec A = £||T||. On a

0 < (T — Md)h,||? = |Thnl|* = 2MThp, hyp) + X2 — 0,

et donc lim ||(T" — AId)h,,|| = 0. Par la proposition 4.9, cela implique que A € o,(T). [ |

DEMONSTRATION DU THEOREME 5.1 — Par le lemme 5.6, 0,(T") contient un nombre réel, A;, égal &
+||T|. Soit Ey = ker(T — \11d) et 7 la projection sur Ej. Soit Hy = Ei-. Par la proposition 5.3, Ey et Ho
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sont des sous-espaces invariants de T'. On appelle T la restriction de T' & Hs ; on vérifie que T € £ (Hs)
est un opérateur compact auto-adjoint.

On applique le lemme 5.6 & T5. Alors 0,(T%2) contient un nombre réel, \s, égal & £||T2|. On pose
E5 = ker(Ty — A2Id) C ker(T — Aold). De plus on a nécessairement Ay # A; puisque F2 L Fj. On note
P» la projection sur Ey et H3z = (E; © E3)*. Notons aussi que ||T| < ||| et [Xo] < |1

On construit ainsi par récurrence une suite (\,,) d’éléments distincts de o, (7") telle que

Lo A=A =

2. Si E, =ker(T — \,), alors |A\py1| = HT|(E1®...@E”)L||.

La premiére propriété implique que la suite (JA,|) converge vers a > 0. Montrons que « = 0. Sinon,
on pourrait choisir un vecteur e,, dans E,, avec |le,|| = 1. On a Te,, = A\ne, et donc | Te, — Ten,|* =
A2 + 22 > 202 Aucune sous-suite de (Te,,) n’est donc de Cauchy. Mais comme T est compact, on peut
extraire de (T'e,,) une sous-suite convergente, ce qui est absurde.

Notons 7, la projection sur E, ; on vérifie que

T o ZAJT‘-J = Hj—vl(El@"'eaEn)LH = |An+1| - O,

j=1

ce qui montre que la série Y \,m, converge normalement vers 7. Pour obtenir la forme voulue par le
théoréme, on choisit une base orthonormale dans chaque espace propre E,,. Cela induit une écriture de ,,
comme la somme d’un nombre fini de projecteurs de rang 1. On rassemble ensuite les bases orthonormales
de E,, en une famille orthonormale de H. |

Avant de poursuivre, énoncons un théoréme sur les opérateurs qui commutent avec un opérateur
diagonal.

Théoréme 5.7 Soit (P,) une suite de projecteurs deuz d deux orthogonauz, et (\,) une suite bornée
de scalaires non nuls deuz & deuz distincts. Soit A Uopérateur diagonal Y A\, P,. Soit B € £ (H) un
opérateur; les deux assertions suivantes sont équivalentes :

1. AB = BA.

2. Pour tout n, le sous-espace Im P,, est invariant par B et B*.

DEMONSTRATION —

1. = 2. Supposons que AB = BA et soit h € Im(P,). Comme les (\,,) sont deux a deux distincts, Im P, =
ker(A — A\, Id), et donc Ah = A\, h. Alors A\, Bh = B(A,h) = BAh = ABh, et comme )\, # 0 cela
implique Bh € Im P,, et donc Im P,, est invariant par B. On peut appliquer le méme raisonnement
a A* =3\, P, et B* (qui commute avec A*), donc B* laisse aussi invariant Im P,

2.=1. On a B(ImP,) C Im P, ce qui implique que P,BP, = BP,. Le méme raisonnement appliqué a
B* donne P,B*P, = B*P,, et donc en prenant l’adjoint P,BP, = P,,B. On a donc P,B = BPF,.
On en déduit facilement que AB = BA.

Dans le cas complexe, on peut maintenant étendre le théoréme 5.1 aux opérateurs compacts normaux.

Théoréme 5.8 Soit H un espace de Hilbert complexe et T € £ (H) un opérateur compact normal.
Alors il existe une suite (\,) de nombres complexes tendant vers 0, et une famille orthonormale (ey,)
dans H tels que, si P, désigne la projection sur Vect e,

(oo}
T=> AP,
n=1

la convergence ayant lieu au sens de la norme opérateur.
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DEMONSTRATION — On définit les parties réelle et imaginaire de T par A = (T +T%*)/2 et B = (T —
T*)/2i. On vérifie que A et B sont deux opérateurs autoadjoints compacts qui commutent. On applique
le théoréme 5.1 & A, en découpant selon les espaces propres on obtient une écriture A = > «, P, ou
les () sont des réels non nuls tous distincts et (P,) des projecteurs de rang fini. Puisque AB = BA,
le théoréme 5.7 implique que pour tout n, Im P, est invariant par B. On vérifie que la restriction de
Biimp, € Z(ImP,) est un opérateur auto-adjoint. On applique le théoréme 5.1 & By p, (ou bien la
version « dimension finie » du théoréme spectral), ce qui permet de décomposer By, p, = >, ﬁ,(cn) ;C”)

ol (Qé”)) sont des projecteurs de rang 1. De méme, ker A est invariant par B. On applique aussi le
théoréme 5.1 & Bjyer 4- On réunit les bases orthonormales obtenues pour chaque application du théoréme
5.1, ce qui donne une suite (P,) de projecteurs de rang 1 deux a deux orthogonaux et deux suites

(o), (Br) tendant vers 0, telles que
—+oo
A= Z an Py,
n=1

+o00
B = Z ﬁnpn-
n=1

En posant A\, = a,, + Bp, on a bien ’écriture voulue pour 7. |

Une conséquence du théoréme 5.1 est que I'on peut définir f(A) lorsque A est un opérateur compact
normal et f une fonction bornée de C dans C.

Définition 5.9 On note £>°(C) l’ensemble des fonctions bornées de C dans C. Si A est un opérateur
compact normal écrit sous la forme du théoréme 5.8 et p € £>°(C), on pose

P(T) = o(An)Po + 0(0) Ry

ou Py est la projection orthogonale sur ker T'.

Théoréme 5.10 (Calcul fonctionnel borné pour les opérateurs compacts normaux) Soit T un
opérateur compact normal sur un espace de Hilbert complexe H. L’application ¢ — p(T), de £°°(C) dans
Z(H), a les propriétés suivantes

o — ©(T) est linéaire et multiplicative, au sens ot (p)(T) = o(T)Y(T).

Si o =1, alors (T) =1d. Si p(z) = z pour tout z € o,(T) U {0}, alors o(T) =T.
lo(T)] = sup{le(N)| : A € o(T)}.

oAT)* = B(T).

Si A e L(H) vérifie AT =TA, alors Ap(T) = ¢(T)A pour tout ¢ € {>°(C).

SANRS IR
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Exercices

Exercice 5.1 — Soit (P,),>1 une suite de projecteurs deux a deux orthogonaux et (o,) une suite
bornée de scalaires. On pose T = Y «,, Py, ¢’est-a-dire pour h € H,

Th= > anP.h
neN
n
Est- i — =07
st-ce que ngrfw T ZakPk 0
k=1
Exercice 5.2 — L’opérateur T de l'exercice précédent est-il normal ?

Exercice 5.3 — Soit A € Z(H) tel que AT = T A pour tout opérateur compact 7. Montrer qu’il existe
A € K tel que A = \Id.

Exercice 5.4 — Démontrer la proposition 5.3
Exercice 5.5 — Démontrer la proposition 5.4
Exercice 5.6 — Démontrer la proposition 5.5
Exercice 5.7 — Soit T un opérateur compact normal. Montrer que T > 0 si et seulement si toutes les

valeurs propres de T sont réelles positives.

Exercice 5.8 — Soit T un opérateur compact auto-adjoint. Montrer qu’il existe des opérateurs positifs
compacts A et B tels que T = A — B, et AB = BA = 0. Montrer de plus qu’il existe un unique couple
(A, B) vérifiant ces conditions.

Exercice 5.9 — Soit T un opérateur compact positif. Montrer qu’il existe un opérateur compact positif
Atel que A2 =T.

Exercice 5.10 — Soit V l'opérateur de Volterra sur L2[0,1]. Montrer que V*V est compact et le
diagonaliser.

Exercice 5.11 — Démontrer le théoréme 5.10
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Chapitre 6

Le spectre d’un opérateur

Commencons par un lemme important basé sur les séries géométriques.

Lemme 6.1 Soit T € £(H) avec ||T —1d|| < 1. Alors T est inversible et on a la formule suivante (dite
série de Neumann)

771 = "(1d-T)".
n=0
DEMONSTRATION — Posons S = Id — T, et soit r := ||S||; on a r < 1. Puisque ||S™|| < ||S||™ = ", la

série Y ||S™|| converge et donc la série R := ) "/ S™ converge normalement. On a
Id+S+ 8%+ +5)Id-9)=(Id+ S+ +5") = (S+ 5>+ + ") =1d — §" .

Comme || S" || — 0, on a R(Id— S) = Id. De méme, on a (Id — S)R = Id. Ainsi T = Id — S est inversible
et T-!'=R. [ |

La complétude de 'espace Z(H) (démontrée en exercice au chapitre 1) a été utilisée pour justifier la
convergence de la série définissant R.

Corollaire 6.2 Soit T un opérateur inversible. Si un opérateur T vérifie |T — To| < || Ty *||~", alors T
est inversible.

DEMONSTRATION — Alors ||T5 T —1d|| = ||T5 Y (T —To)|| < |75 ||| T—To|| < 1. Par le lemme précédent,
Ty ' T est inversible. ]

Théoréme 6.3 L’ensemble G des éléments inversibles de £ (H) est ouvert (pour la topologie induite par
la norme opérateur). De plus, lapplication T — T~ est continue de G dans G.

DEMONSTRATION — Le fait que G est ouvert est une conséquence du corollaire 6.2.
Montrons d’abord que T' +— T~! est continue en Id. Soit (7},) une suite convergeant vers Id. Soit
0 < § < 1 et supposons que ||T,, — Id|| < J. Par le lemme précédent,

T =(1d-(Id-T,)"" =) (Id=T,)" =Id+ > (Id - T,)
k=0 k=1
et donc
17" = 1d] = || (1d = T)" | < > |1d = To||* < 6/(1 - ).
k=1 k=1

Cette quantité peut étre rendue inférieure & n’importe quel € > 0 fixé en choisissant § assez petit. Alors
|T,, — 1d|| < § implique || T, 1 — 1d|| < €, ce qui prouve la continuité voulue.

Si maintenant une suite (7},) d’éléments de G converge vers T € G, alors (T''T,,) converge vers Id.
Par ce qui précede, (T,,1T) = ((T~'T,,)~!) converge vers Id, et en multipliant & droite par 7! on obtient
que (T, 1) converge vers T1. [ ]

Rappelons la définition du spectre d’un opérateur
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Lemme 6.4 Le spectre de T est défini comme
o(T) :={X € C t.q. T — Mld n’est pas inversible}.
On appelle ensemble résolvant le complémentaire du spectre : p(T) = C\ o(T).

Théoréme 6.5 Soit T € L (H). Alors o(T) est un compact non vide de C. De plus, o(T) est inclus
dans le disque fermé de centre O et de rayon ||T||, et la fonction X — (T —AId) ™! est analytique sur p(T).

Avant de faire la preuve, quelques mots sont nécessaires a propos des fonctions analytiques & valeurs
dans un espace vectoriel. Si G est un ouvert de C et X un espace de Banach, on définit la dérivée de
f:G — X en zy comme limy, .o h~![f(20 + h) — f(20)], dés lors que la limite existe. On dit que f est
analytique si f a une dérivée continue sur G. Toute la théorie des fonctions analytiques s’étend & ce
cadre. Les énoncés et les preuves de la formule de Cauchy, du théoréme de Liouville ... sont valables mot
pour mot dans ce contexte. De plus, f : G — X est analytique si et seulement si en tout zg € G, il existe
une suite (z,) d’éléments de X telle que f(z) = Y ;o (2 — z0)*z) pour tout z tel que [z — zo| < r, ot r
est la distance de zg a 9G.

DEMONSTRATION DU THEOREME 6.5 — Le corollaire 6.2 implique que T — AId est inversible dés lors
que |A| > ||T||. Ainsi, o(T) est contenu dans le disque de centre 0 et de rayon ||T||, et est donc borné.

Soit G C .Z(H) 'ensemble (ouvert) des opérateurs inversibles. L’application A — AIld — T est une
application continue de C dans £ (H), donc 'image réciproque de G est un ouvert de C. Mais cet
ensemble n’est autre que p(7T'), et donc o(T") est fermé.

Définissons F : p(T) — Z(H) par F(\) = (AId — T)~!. On utilise I'identité¢ A= — B~' = A=Y(B -
A)B Y avec A= (A+ h)ld — T et B = Ald — T. Cela donne

FA+h)—F)  (A+h)Id-=T)"1(=h)(N\Id —T)~*

- = - = (A +h)Id-T)""Ad—T)71).

D’aprés le théoréme 6.3, limy,_o((A + h)Id — )=t = (A\Id — T) ! et donc F’()\) existe et vaut
F'(\) = —(\ld-T)"2

Encore d’aprés le théoréme 6.3, F' : p(T) — £ (H) est continue, et donc la fonction F est analytique.
On a vu au début de la preuve que F(z) = 2~ }(Id—T/z)~! pour |z| > ||T||. Comme Id—T'/z tend vers
Id lorsque |z| tend vers I'infini, son inverse aussi, et donc lim|,|_ F'(z) = 0. En particulier, F est bornée.
Si o(T) était vide, alors la fonction F' serait une fonction entiére bornée, donc constante par le théoréme
de Liouville (vectoriel). Cette constante serait nécessairement 0 & cause de la condition & I'infini, ce qui
est absurde car F' prend ses valeurs dans les opérateurs inversibles. Ainsi le spectre n’est pas vide! W

Définition 6.6 Si T est un opérateur sur H, son rayon spectral est défini comme

r(T) = sup |[Al
Xeo(T)

Le supremum est atteint (et fini) puisque o(T) est compact.

} en dimension 2.

O =

On peut avoir r(7T") = 0 méme lorsque 7' = 0, comme le montre la matrice [ 8

Proposition 6.7 La formule suivante est valable pour tout opérateur T € £ (H)
r(T) = lim ||T7]*/".
n—oo

DEMONSTRATION — Posons G = {0} U {z € C t.q. 27! € p(T)}. On vérifie que G est un ouvert de C.
Soit f : G — Z(H) définie par f(0) =0 et f(z) = (27 11d—T)~!. La fonction f est analytique sur G\ {0}
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et continue en 0. Elle est donc analytique sur G, et donc développable en série entiére au voisinage de 0.
Le lemme 6.1 fournit explicitement ce développement :

flz)= i Tz~ () = i 2T
n=0 n=0

La théorie des séries entiéres nous dit que cette série converge dés que |z| < R, ou R est défini comme
le rayon du plus grand disque ouvert centré en 0 contenu dans G. On vérifie que R = inf{|\| : A7t €
o(T)} = r(T)~'. Mais la théorie des séries entiéres (& valeurs vectorielles) nous dit aussi que R~ =

limsup ||77]|*/". On a donc montré
r(T) = limsup || T7||*/".

Par ailleurs, si A € C et n > 1, on a l'identité
MNId—T" = (A"Id = T) A" A+ A" 2T 4+ T H = (A Hd + N2 4 - T H)(A"Id - T)

Ceci montre que si A"Id — T™ est inversible, alors AId — T est aussi inversible. Donc si A € ¢(T), alors
A" € o(T™), et donc par le théoréme 6.5, |A"| < ||T™]|. On en déduit que pour tout A € o(T), || <
liminf ||77||*/™, puis en prenant le supremum sur A que r(7) < liminf |77(|*/". On a donc

r(T) < liminf |77|Y™ < limsup | T7||*/" = r(T),

et donc 7(T) = lim ||T7||*/".
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Exercices

Exercice 6.1 — Quel est le spectre de opérateur de multiplication M, € £ (L?[0,1]) associé & un
symbole ¢ € L>°(0,1) (on pourra éventuellement supposer que ¢ est continue) ? Et quel est le spectre
ponctuel de M, ?

Exercice 6.2 — Montrer que si un opérateur T' € Z(H) est nilpotent (c’est-a-dire §’il existe n € N
tel que T™ = 0), alors o(T") = {0}. La réciproque est-elle vraie?

Exercice 6.3 — Soit (T},) une suite d’opérateurs convergeant vers T' et o, € o(T},), avec lim o, = a.
Est-ce que « € o(T') ? Et si on remplace le spectre par le spectre ponctuel ?

Exercice 6.4 — Montrer que la fonction « rayon spectral » r : Z(H) — RT est semi-continue

supérieurement, c’est-a~dire que si (7},) converge vers T', alors

limsup r(T,,) < r(T).

n—00

Exercice 6.5 — Montrer que la fonction r de ’exercice précédent n’est pas continue.

Exercice 6.6 — Si A et B sont deux opérateurs sur H, montrer que oc(AB) U {0} = o(BA) U {0}.
Donner un exemple ot on a 0(AB) # o(BA).

Indication : deviner une formule reliant (Id — XY)~! et (Id — YX)~! & I'aide d’un développement
formel en série entiére.
Exercice 6.7 — Soient A, B deux opérateurs.

1. Si AB est inversible, est-ce que A est inversible ?

2. Si AB et BA sont inversibles, est-ce que A est inversible ?

Exercice 6.8 — Soit S le shift sur ¢2(N), défini par S(z1,22,73,...) = (22,73,...). Déterminer
0(S5),0p(5),0(57) et op(S7).

Exercice 6.9 — Soit A € .Z(H) une isométrie non surjective. Monter que o(A) est égal au disque-unité
fermeé.
Indication : on montrera que do(A) est inclus dans le cercle-unité.

Exercice 6.10 — Soit T € .Z(H) un opérateur auto-adjoint inversible. Montrer que
(T4 = inf {|A : A € o(T)} .
Exercice 6.11 — Soit K C C un compact non vide. Montrer qu’il existe un opérateur A € .Z(¢*(N))
tel que 0(A) = K.
Exercice 6.12 — Soit P € .Z(H) un projecteur orthogonal tel que P # 0 et P # Id. Déterminer o(P).

Exercice 6.13 — Soit V € Z(L?[0,1]) P'opérateur de Volterra défini par (V f)(x) = fom f(y)dy. Montrer
par récurrence sur n que V" est un opérateur intégral, associé & un noyau k,. Calculer k,, a l'aide d’une
formule de récurrence. En déduire le spectre de V.

Exercice 6.14 — Montrer que le spectre et le spectre ponctuel sont des invariants de conjugaison : si
A,B € £ (H) et B est inversible, alors 0(BAB™1) = o(A) et 0,(BAB™!) = 5,(A).
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Chapitre 7

Le calcul fonctionnel continu des
opérateurs auto-adjoints

Le but de ce chapitre est de définir f(A) lorsque A € #(H) est un opérateur auto-adjoint, et f :
R — R une fonction continue. Dans le cas ot A est diagonalisé sous la forme A = Y \; P;, on peut poser
f(A) =5 f(\i)Ps. Clest le cas lorsque A est de plus supposé compact. Mais dans le cas général on a
besoin d’une autre approche. Commencons par étudier le spectre d’un opérateur auto-adjoint.

Proposition 7.1 Soit A € Z(H) un opérateur auto-adjoint. Alors le spectre de A est inclus dans R.

DEMONSTRATION — Soit A auto-adjoint ; remarquons d’abord qu'il est facile de vérifier que 0,(A) C R.
Soit maintenant A € C\ R, et notons o = |SA| > 0. Vérifions d’abord que A — Md est d’image dense. En
effet, si y L Im(A — AId), alors pour tout = € H, 0 = ((A — Ald)x,y) = (x, (A — Ald)y), ce qui implique
Ay = \y. Mais comme \ € C \ R, ce n’est pas une valeur propre de A et donc y = 0.

Comme (Ax,x) est réel pour tout x, on a l'inégalité

a-fz]* < [{(A = Md)z, 2)] < [[(A = Md)z| - [l

d’ou 'on déduit que ||(A — Ald)z|| > «||z|| pour tout x dans H. Ceci implique d’une part que A — AId est
injectif, et d’autre part qu’il est d’image fermée. En effet, si ((A — Ald)z,,) converge vers y, cette inégalité
implique que la suite (z,) est de Cauchy, donc converge. Si on note x sa limite, la continuité de A — A\Id
implique y = (A — AId)z.

Ainsi I'image de A — Ald est fermée et dense, donc A — AId est surjectif. Nous savons déja qu’il est
injectif ; le théoréme de 'opérateur inverse implique alors que A — AId est inversible. |

Le cas le plus simple est celui d’un polynome P € C[X]. Dans ce cas il n’y a aucun probléme pour
définir P(A). De plus, application 7 : C[X] — Z(H) définie par 7(P) = P(A) est un morphisme
d’algebres.

Proposition 7.2 Soit P € C[X] un polynome et A € L (H). Alors
P(o(A)) = o(P(A)).
Dans cette formule, P(c(A)) désigne ’ensemble {P(\) : A € o(A)}.

DEMONSTRATION —
C Soit A € o(A). 1l existe un polynome Q tel que P(X) — P(A) = (X — M)Q(X), et alors

P(A) — P(AV)Id = (A - Md)Q(A) = Q(A)(A — Xd).
Cette identité montre que si P(A) — P(A)Id était inversible, alors A — AId le serait aussi, et donc
P(c(A)) C o(P(A)).
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D Si P =0, l'inclusion est évidente. Sinon, soit A € o(P(A)) et écrivons la factorisation du polynéme
P(X)— P()\) dans C[X]

P(X)—PA)=v9(X —a1)(X —ag) - (X — an).

Comme P # 0, « est non nul. L’opérateur P(A)— P(A)Id n’est pas inversible, donc nécessairement il
existe un indice 7 tel que A —;Id n’est pas inversible. Autrement dit, «; € o(A). Comme P(q;) = A,
cela implique bien que A € P(c(A)).

|
Lorsque K est un compact de R, on note C'(K) l'algébre des fonctions continues de K dans R. On

peut munir C(K) d’une norme en posant ||f|loc = max{|f(z)|: z € K}. L’espace (C(K),|| - [loo) est un
espace de Banach.

Théoréme 7.3 (Calcul fonctionnel continu) Soit H un espace de Hilbert (réel ou complexe) et A €
Z(H) un opérateur auto-adjoint. Il existe une unique application linéaire 7 de C(c(A)) dans L (H) telle
que

a. 7(1) =1d.
b. T(x — x) = A.
c. T est un morphisme d’algébres, c’est-a-dire que 7(fg) = 7(f)7(g) pour tous f,g € C(c(A)).
d. Pour tout f € C(o(A)), on a ||[7(f) = If]lco-
On note en général f(A) plutot que 7(f). De plus, on a les propriétés suivantes
e. Pour tout f € C(o(A)),o(f(A4)) = f(a(A4)).
f- Pour tout f € C(a(A)), 7(f) est auto-adjoint.

Commencons par quelques lemmes.
Lemme 7.4 Soit A € Z(H) un opérateur normal. Alors r(A) = ||A]|.
DEMONSTRATION — On écrit (en dénotant par { I'utilisation de I'égalité || B||? = || BB*||)

n n Y\ * *\1N LAYV T *\1 n Y\ * n
422 L A2 (42| = [|(AA*)"((AA")™) || & | (AA*)"[* = || A" (A2 £ A,

On en déduit immédiatement que ||A2kH = ||A||2k pour tout entier k. D’aprés la proposition 6.7, on
obtient en faisant tendre k vers 400 que ||A]| = r(A4). |

Nous aurons aussi besoin du théoréme de Stone-Weierstrass (que 1’on suppose connu).

Lemme 7.5 (Théoréme de Stone—Weierstrass) Soit K C R un compact, et & ’ensemble des res-
trictions a K de polynomes dans R[X]. Alors & est dense dans C(K).

DEMONSTRATION DU THEOREME 7.3 — On pose K = o(A). Alors K est un compact, et d’aprés la
proposition 7.1 on a K C R. Soit & C C(K) l'ensemble des restrictions & K de polynomes & coefficients
réels. Pour p € £, on pose 7(p) = p(A). Il faut vérifier que cette définition est bien consistante car
des polynomes différents pourraient coincider en restriction & K. Si p et ¢ sont deux polynomes tels que
p(z) = g(x) pour tout = € K, alors d’aprés la proposition 7.2, on a o((p — ¢)(A)) = (p — ¢)(c(A4)) = {0}.
Mais d’aprés le lemme 7.4, on a |[(p — q)(A)|| = r((p — ¢)(A)) = 0 et donc p(A) = q(A). La définition est
bien consistante, et de plus on a d’apreés le lemme 7.4 que pour tout p € &, ||7(p)|| = ||p|co-

D’aprés le lemme 7.5, on peut donc prolonger par continuité 7 & C'(K). Vérifions que 7 a les propriétés
requises. Les propriétés a. et b. correspondent & P(X) = 1 et P(X) = X. La propriété c. est vraie lorsque
f et g sont dans &2, et par densité elle s’étend & C(K). De méme, d. est vraie pour f dans & (c’est une
conséquence de la proposition 7.2), et elle s’étend & C(K) par densité. Il reste donc & prouver la propriété
e., que nous connaissons a ce stade uniquement pour les polynoémes.

Soit A € C\ f(K). Alors la fonction g = (f — \)~! est continue sur K, et la propriété c. implique que
g(A)(f(A) = AId) = (f(A) — AId)g(A) = 1d, donc f(A) — AId est inversible, et A € o(f(A)). Ceci montre
linclusion o(f(A)) C f(o(A)).
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Réciproquement, soit A € K et f € C(K). On veut montrer que f(\) € o(f(A)). Raisonnons par
Pabsurde et supposons que f(A) — f(A)Id est inversible. Comme ’ensemble des opérateurs inversibles, il
existe ¢ tel que I'inégalité ||f(A) — f(A)Id — B|| < € implique que B est inversible. Par le lemme 7.5, on
peut choisir un polynome p € & tel que ||f — plleo < /2. Alors

1(f(A) = fF(N1) = (p(A) = pMID| < [[(f =) (A + [F(N) = p(N) < /2 +¢/2,

ot pour majorer le premier terme on a utilisé la propriété d. Cela implique donc que p(A) — p(A)Id est
inversible, et donc que p(\) € o(p(A)). Mais par la proposition 7.2, on sait que o(p(A)) = p(c(A)), ce
qui aboutit & une contradiction.

Enfin, les conditions a., b. et c. déterminent uniquement 7 sur I’algébre engendrée par les fonctions = +—
1 et x — x, qui est exactement &. Comme la condition d. implique que 7 est continue, le prolongement
a C(K) est unique. [ |

Voici une caractérisation agréable des opérateurs positifs.

Proposition 7.6 Soit A € Z(H) un opérateur auto-adjoint. Alors A est positif si et seulement si son
spectre est contenu dans R™T.

DEMONSTRATION — Supposons que A est positif. Il est clair que 0,(4) C RT. Comme (Az,z) > 0, si
A<0ona ((A—Ad)z,z) > |\l -|z]/*>. On montre alors que A — Ad est inversible de la méme maniére
que dans la preuve de la proposition 7.1. Réciproquement, supposons que o(A4) C R*. Comme la fonction
x +— +/x est continue sur o(A), le calcul fonctionnel permet de définir B = VA, c’est-a-dire un opérateur
auto-adjoint tel que o(B) C R et B> = A. Mais alors (Ax,z) = (B%r,2) = (Bz, Bx) = |Bx||? > 0, et
donc A est positif. [ |

Au cours de cette preuve, on a en fait montré le théoréme suivant.

Corollaire 7.7 (Existence d’une racine carrée) Soit A € Z(H) un opérateur auto-adjoint positif.
Alors il existe un opérateur auto-adjoint positif B tel que B2 = A.

11 est facile d’étendre le calcul fonctionnel du théoréme 7.3 aux fonctions & valeurs complexes. Si f
est une fonction continue de o(A) dans C, on peut la décomposer en f = Rf +iSf, ou Rf et Sf sont
continues A valeurs dans R. On peut alors définir f(A) = (Rf)(A4) +i(3f)(A). Notons alors que f(A) est
normal, mais pas auto-adjoint en général.
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Exercices

Exercice 7.1 — Soit A un opérateur auto-adjoint tel que o(A) = {0,1}. Montrer que A est un
projecteur orthogonal.

Exercice 7.2 — Soit A un opérateur auto-adjoint et A un point isolé de o(A) (c’est-a-dire qu’il existe
un ouvert W C C tel que W No(A) = {\}). Montrer que A est une valeur propre de A.
Indication : utiliser I’exercice précédent.

Exercice 7.3 — Soit A l'opérateur sur L?[0, 1] défini par (Af)(t) = tf(t). Montrer que A est positif et
calculer la racine carrée de A.

Exercice 7.4 — Soit A un opérateur auto-adjoint positif. Montrer que T'AT™ est positif pour tout
opérateur T

Exercice 7.5 — Soient S et T deux opérateurs auto-adjoints positifs qui commutent. Montrer que
ST est auto-adjoint positif. Montrer que ce n’est pas forcément vrai si on ne suppose plus que S et T
commutent.

Exercice 7.6 — Soit H un espace de Hilbert complexe et T € .Z(H) un opérateur auto-adjoint positif.
Montrer que pour tout h € H,
ITRI* < I TI{Th, h).

Exercice 7.7 — Si A et B sont deux opérateurs auto-adjoints, on écrit A < B lorsque B — A est positif.

1. Montrer que si 0 < A < B, alors 0 < VA < VB (indication : supposer B inversible, et montrer
que |B~2AB~'/2|| < 1. En posant C = B~'/2AY2 montrer que #(DCD~') < 1 pour tout D
inversible, et conclure en utilisant un D bien choisi).

2. Montrer que la réciproque est fausse.
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Chapitre 8

Spectre des opérateurs compacts et
théorie de Fredholm

Si A est un opérateur compact normal, nous avons vu qu’il était diagonalisable dans une base ortho-
normale de vecteur propres. Si A n’est plus supposé normal, alors il ne peut plus étre diagonalisable;
néanmoins il est possible de préciser la structure de son spectre. C’est 'objet de la premiére partie de ce
chapitre.

Théoréme 8.1 Soit K € Z(H) un opérateur compact. Alors le spectre de K est un ensemble au plus
dénombrable qui contient 0. De plus, si A € o(K) et X\ # 0, alors A est une valeur propre de K, et
Uespace-propre correspondant ker(K — \Id) est de dimension finie. Enfin, si (\,) est une suite d’éléments
distincts de o(K), alors lim A\,, = 0.

Nous allons démontrer plusieurs résultats préliminaires sous forme de lemmes.

Lemme 8.2 Soit K € Z(H) un opérateur compact, et posons T =1d — K. Soit M C H un sous-espace
fermé tel que Tjy; est injectif. Alors il existe ¢ > 0 tel que | Tx|| > c||z| pour tout x dans M, et donc
T(M) est un sous-espace fermé.

DEMONSTRATION — Sinon, il existerait une suite (x,) dans M avec ||x,| = 1 et T(x,) — 0. Comme
K est compact, quitte & passer & une sous-suite on peut supposer que (Kx,) converge, mais comme
Id = T 4+ K, la suite (z,) converge aussi; soit x € M sa limite. On obtient Tx = 0 ce qui contredit
Ihypothése. Pour démontrer que T'(M) est fermé, soit (y,) une suite dans M telle que (T'y,) converge.
L’inégalité démontrée précédemment implique que (y,,) est aussi de Cauchy, donc converge. Si on note y
sa limite, alors lim Ty,, = Ty € T(M). |

Lemme 8.3 Soit K € £(H) un opérateur compact, et T =1d — K. Alors ker T est de dimension finie
et ImT est fermé.

DEMONSTRATION — Le premier point a déja été vu (proposition 4.8). Soit M = ker(T)*. On vérifie que
T(M)=T(H)=1ImT et que T} est injectif. Par le lemme précédent, Im T est fermée. ]

Lemme 8.4 Si M et N sont deuz sous-espaces fermés de H avec M C N et M # N, alors il existe
y €N avec |ly]| =1 et d(y, M) = 1.

DEMONSTRATION — I suffit de choisir y dans N N M+, ]

Lemme 8.5 Soit K € £ (H) un opérateur compact, et T = Id — K. Il n'existe pas de suite infinie
(Fu)n>o0 ou (Fy)ngo de sous-espaces fermés de H tels que pour tout n

Fy C Fuy1, Fyp# Fui1, et T(Foy1) C Fy.
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DEMONSTRATION — Supposons lexistence d’une telle suite (F,). Par le lemme précédent, on peut trouver
pour tout n un vecteur x,41 € F,41 tel que |z,41]] = 1 et d(zp41, F) = 1. De plus, le sous-espace F,
est invariant par K (puisqu’il est invariant par Id et par T). Si k < [, le vecteur T'(x;) + K (xy) est dans
F;_4, et donc

|y = (T'(21) + K(zx))|| 2 dz, Fioq) =1

et donc ||Kz; — Kzl > 1. On aurait alors dans K(By) une suite infinie de points dont les distances
mutuelles sont supérieures a 1, ce qui contredit la compacité de K. |

Corollaire 8.6 Soit K € £(H) un opérateur compact, et soit T = Id — K. Alors la suite croissante
ker(T™),>0 est stationnaire, et la suite décroissante Im(T™),>0 est stationnaire.

DEMONSTRATION — C’est une conséquence du lemme précédent. Remarquons que Im(7™) est fermé car
T™ est de la forme Id — K, pour un certain opérateur compact K,, (conséquence de la formule du bindme
de Newton) ]

Corollaire 8.7 Soit K € £ (H) un opérateur compact, et T = Id — K. Alors T est surjectif si et
seulement si il est injectif.

DEMONSTRATION — Supposons T surjectif et non injectif. Montrons par récurrence que ker(7") #
ker(T™*1). Pour l’étape de récurrence, soit z € ker(T"*1) \ ker(T™). Comme T est surjectif, il existe
y € H tel que x = Ty. Alors y € ker(T"+2) \ ker(T"+1).
De méme, supposons T injectif et non surjectif. Montrons par récurrence que Im(7™) # Im(T"+1).
En effet, si 2 € Im(7T") \ Im(7™ 1), alors Tz € Im(T™ ") et Tx ¢ Im(T™+?) (utiliser l'injectivité de T').
Dans les deux cas on conclut par le corollaire précédent |

Nous pouvons maintenant démontrer le théoréme énoncé au début du chapitre.

DEMONSTRATION DU THEOREME 8.1 — Soit K un opérateur compact. Si A = 0, on voit en appliquant
le corollaire précédant & Id — + K que

Aeo(K) < Xeo,(K).

Soit maintenant (A,) une suite d’éléments de o(7T), deux & deux distincts. Nous allons montrer que
lim A, = 0. On peut supposer que pour tout n, A, # 0, et alors A, € o,(7T"). Pour tout n on choisit
xy # 0 tel que Kz, = A\px,. On vérifie que la famille (z,,) est libre (considérer une liaison de longueur
minimale et aboutir & une contradiction en lui appliquant K). Soit M,, = Vect{z1,...,2,}. Par un
lemme précédent, on peut choisir y, € M, tel que ||y,|| = 1 et d(yn, M,,—1) = 1. On vérifie alors que
(K — A\ Id)y, € My—1. Sin > m, alors

A;lK(yn) - )‘;le(ym> =Yn — [ym + )‘;11 (K - )‘mId)ym - )‘gl(K - )‘nId)yn] .

Comme l'expression entre crochets est dans M,,_1, on a |\, 1K (yn) — AP K (ym) || = d(yn, M—1) = 1.
Par conséquent la suite (A, K (y,)) n’a pas de sous-suite convergente. Mais si la suite (\,) ne tend pas
vers 0, alors la suite (A, y,) admet une sous-suite bornée, et K étant compact on aurait une sous-suite
de (\;'K(y,)) qui convergerait, d’ot contradiction.

Ainsi, pour tout € > 0, seul un nombre fini d’éléments de o(A) a un module supérieur & . Ceci montre
que o(A) est au plus dénombrable, et les autres assertions du théoréme ont déja été démontrées. |

Définition 8.8 Si H est un espace de Hilbert et F C H un sous-espace vectoriel (non supposé fermé),
on appelle codimension de F la dimension de H/F. On note codim F' = dim(H/F). Ici H/F' est l’espace
vectoriel quotient, qui est une notion purement algébrique et n’utilise pas la structure d’espace de Hilbert.

Lorsque F est fermé, on a la somme directe H = F & F+, donc H/F est isomorphe & F* et codim F =
dim(F+).
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Définition 8.9 Un opérateur A € £(H) est dit de Fredholm si ker(A) est de dimension finie et Im(A)
est de codimension finie. On définit alors ["indice de A comme

ind(A) = dimker A — codimIm A.
Proposition 8.10 Un opérateur de Fredholm est d’image fermée; en conséquence on a la formule
ind(A) = dimker(A4) — dim ker(A*).

DEMONSTRATION — Soit A un opérateur de Fredholm. Quitte & remplacer A par Ay (a), on peut
supposer que A est injectif. Comme Im A est de codimension finie, il existe y1,...,y, € H tels que
(Im(A) +y1,...,Im(A) + y,) soit une base de H/Im(A). Définissions un opérateur T': H ® R"™ — H par

T(xz,v) = Az + Zvjyj.

j=1

Alors T est continu et bijectif, et donc inversible par le théoréme de 'opérateur inverse. Ainsi il existe
une constant ¢ > 0 tel que |[|T(z,v)| = ¢||(z,v)| pour tous z,v. En particulier ||Az|| > ¢||z| pour tout
x, ce qui implique que Im A est fermé. La formule découle de la remarque précédente sur la codimension
d’un sous-espace fermé. |

Théoréme 8.11 Si K est un opérateur compact, alors Id — K est de Fredholm, et ind(Id — K) = 0.

DEMONSTRATION — On a déja vu que ker(Id — K) est de dimension finie lorsque K est compact. De
méme, ker(Id — K*) est de dimension finie donc Im(Id — K) (qui est fermé par un lemme précédent)
est de codimension finie et Id — K est de Fredholm. Pour montrer que l’indice est nul, nous allons
procéder par récurrence. Pour n € N, soit (P,) la proposition « pour tout opérateur K compact tel que
dimker(Id — K) < n, on a dimker(Id — K) = dimker(Id — K*) » . On a vu que si Id — K est injectif,
alors il est aussi surjectif, et donc Id — K* est aussi injectif. Ainsi P, est vraie.

Supposons que P,_1 est vraie. Soit K un opérateur compact tel que dimker(Id— K) = n. Alors Id— K
n’est pas surjectif, et comme on sait qu’il est d’image fermée on peut choisir yo € Im(Id—K)*, avec yo # 0.
De méme, on peut choisir ¢ € ker(Id — K), xg # 0. Posons alors K'(h) = K(h) + (h, zo)yo. Alors K’ est
compact (c’est la somme d’un opérateur compact et d’un opérateur de rang 1). De plus, (Id— K’)(kh) =0
si et seulement si (Id — K')(h) = 0 et h L xg, donc dimker(Id — K’) = dimker(Id — K) — 1. De méme, on
a K'*(h) = K*(h)+ (h,yo)zo donc dimker(Id — K’*) = dim ker(Id — K*) — 1. On sait d’aprés ’hypothése
de récurrence que dimker(Id — K’) = dimker(Id — K'*), et donc dimker(Id — K) = dimker(Id — K*).
Ceci permet de conclure la récurrence. |

Théoréme 8.12 Si A, B € £ (H) sont deuzx opérateurs de Fredholm, alors BA est aussi de Fredholm et
ind(BA) = ind(A) + ind(B).

Lemme 8.13 Supposons que H admette les décompositions H = M & N = M $ N, et soit A un
opérateur donné par la matrice par blocs

A= A X cMSN = M DN
0 A,

oAy M — M, X N — M et Ay : N — N, Supposons que Ay est inversible et que N et N’

sont de dimension finie. Alors A est de Fredholm et ind(A) = dim 4" — dim A".

DEMONSTRATION — On aImA = #' & (4" NIm A), ou 4" NIm A est de dimension finie donc fermé.

Soit I’application v : ker(As) — ker(A) définie par v(h) = —A;'X(h) @ h. 1l est facile de voir
que v est bijective, et donc dimker(A;) = dimker(A). De méme, il est facile de voir que Im(A) =
A" ©Im(Az), d’out en prenant 'orthogonal ker(A*) = ker(A3). Ainsi A est de Fredholm et ind(A4) =
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dim ker(As) —dim ker(A3). Soit r le rang de la matrice As. Un calcul élémentaire d’algébre linéaire donne
ind(4) = (dim A —r) — (dim A" —r) = (dim A" — dim A").
]

DEMONSTRATION DU THEOREME 8.12 — On pose .#’ = (ImA) N (ker B)* et 4" = .#'*. Posons
maintenant 4 = AN #') N (ket At | N = 4L, #" = B(A") et ¥ = 4"+, On vérifie que
N AN et A" sont de dimension finie et que les opérateurs A et B sont donnés par les matrices par
blocs

A{Al X];///@Q/VH///@(/V',
0 Ay

B— By Y M SN — M SN
0 By

ou A; et B; sont inversibles. Un calcul élémentaire montre que B A s’écrit

| Bi4y Z ) " 1

BA—[ 0 ByA, cMDN — M DN,
D’apreés le lemme précédent, on a ind(A) = dim .4 —dim A", ind(B) = dim A" —dim 4" et ind(BA) =
dim 4" — dim A4, ce qui démontre bien la formule annoncée. |
Exercices
Exercice 8.1 — Montrer qu’en dimension finie, tout opérateur est de Fredholm et calculer son indice.  (*)
Exercice 8.2 — Montrer que A est de Fredholm si et seulement si A* est de Fredholm et donner une (*)
relation liant ind(A) et ind(A*).
Exercice 8.3 — Que peut-on dire d’un opérateur de Fredholm qui est normal ? *)
Exercice 8.4 — Soient A; et Ay deux opérateurs de Fredholm sur H. On définit un opérateur A sur (**)

H @ H en posant A(x @ y) = A1z @ Asy. Montrer que A est de Fredholm et calculer 'indice de A.

Exercice 8.5 — Montrer que pour tout n € Z, il existe un opérateur T € £ ({2(N)) de Fredholm tel (**)
que ind(T") = n.
Exercice 8.6 — Soit S le shift sur /o(N). Existe-t-il un opérateur T € £ (¢2(N)) tel que T? = §? (%)

Exercice 8.7 — Montrer la réciproque du lemme 8.13 : si T € £ (H) est un opérateur de Fredholm, (***)
alors il existe des décompositions H = # &N = . H#' N tel que T admette la représentation matricielle

T:[T1 X } cMDSN — M DN,
0 1Ty

ot A et .4 sont de dimension finie, et T} est inversible.

Exercice 8.8 — Montrer que si A € Z(H) est un opérateur de Fredholm et K € Z(H) est un (****)
opérateur compact, alors A + K est un opérateur de Fredholm et ind(A + K) = ind(A4).

Exercice 8.9 — Soit A € Z(H) un opérateur de Fredholm. Montrer qu’il y a équivalence entre ()
(i) L’indice de A est nul.
(if) 1l existe un opérateur compact K tel que A + K est inversible.
(iii) Il existe un opérateur de rang fini F' tel que A + F est inversible.

Exercice 8.10 — Montrer que ’ensemble F des opérateurs de Fredholm est un ouvert de .Z(H), et  (****)
que la fonction ind : F — Z est continue et donc localement constante.
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