ENS Lyon Mathématiques
M1 Probabilités

Feuille d’exercices numéro 5
Temps d’arrét

Exercice 1
Soient S et T deux temps d’arrét. Montrer que S AT = min(S,T) et SV T = max(S,T) sont aussi
des temps d’arrét.

Exercice 2
Soient S et T deux temps d’arrét. Est-ce que S + T est un temps d’arrét ?

Exercice 3
Soit (Y,) une suite de variables aléatoires telle que, pour tout n, Y, est F,-mesurable. Soit T un
temps d’arrét fini presque siirement. Montrer que Yr € Fr.

Exercice 4
Soient S et T deux temps d’arrét tels que S < 7. Montrer que Fg C Fr.

Exercice 5
Soient 77 et Ty deux temps d’arrét tels que Th < 1o, et A € Fr,. On définit T par

T(w) =

Ti(w) siweA
T>(w)  sinon.

Montrer que T est un temps d’arrét.

Exercice 6 La propriété de Markov forte ne caractérise pas les temps d’arrét.
Soit (X,,) la marche aléatoire simple sur Z issue de 0, et

T := ll’lf{’fL 2 ].,Xn+1 — Xn = Xl}

Montrer que (X4, — X7)n>0 suit la méme loi que (X,,)n>0, bien que T ne soit pas un temps d’arrét.
Pouvez-vous trouver un autre exemple ou de plus (X141, — X7)n>0 ne dépende pas de Xr ? Ne dépende
pas de (X7—k, X7—k+1, .., X7), pour un k donné?

Exercice 7 Identité de Wald
Soit (X,,) une suite de variables aléatoires i.i.d. dans L', et T un temps d’arrét pour la suite (X,,) tel

que ET' < oo. Montrer que
T

>

n=1

E =ETEX;.

Indication : traiter d’abord le cas ou les variables sont positives.

Exercice 8 On ajoute des nombres dans [0, 1] jusqu’a dépasser 1.
Soit (X,,) une suite de variables aléatoires i.i.d. de loi uniforme sur [0,1]. Pour n > 1, on pose
Sp = X1+ -+ X,,. Soit le temps d’arrét T' = inf{n t.q. S,, > 1}. Montrer que

1. P(T >n)=1/nl,
2. ET =,
3. ESp =e¢/2.

Exercice 9 Dernier sommet visité par la marche aléatoire sur Z/pZ
Soit p > 1, G le graphe cyclique & p sommets et z un sommet de G. On considére la marche aléatoire
(Xp) sur G, issue de z.

1. Montrer que T' = inf{n : card{Xy, -+, X, } = p} est un temps d’arrét pour la suite (X,,).
2. Montrer que T est fini presque stirement.

3. Déterminer la loi de X7.



