ENS Lyon Mathématiques
M1 Probabilités

Feuille d’exercices numéro 2
Chaines de Markov.

Dans toute la feuille d’exercices, on se donne une matrice de transition @ sur un ensemble fini ou
dénombrable E. On suppose que (X,,),>0 est une chaine de Markov de matrice de transition Q).

Exercice 1 Montrer que les deux définitions données en cours de “(X,,),>0 est une chaine de Markov
de matrice de transition )” sont équivalentes.

Exercice 2 Déterminer si les processus suivants sont des chaines de Markov, et si oui donner leur matrice
de transition.
1. (Xkn)n>o0, ou k € N*,
: (Xn+1)n>07
. (Xn, Xn+t1)n>0, & valeurs dans E x E.
(X
(

n + Xnt1)n>0, en supposant que (E,+) est un groupe commutatif.
f(X,), ou f est une fonction de E vers un ensemble fini ou dénombrable F.

T o= W N

Exercice 3 Notation matricielle

1. Soit u la loi de Xy, que l'on assimile au vecteur ligne (u({i}));cr. Montrer que pour tout n > 0,
pQm" est la loi de X,.

2. Soit f une fonction de E dans R, que l'on assimile au vecteur colonne (f());cp. Montrer que pour
tout n > 0, on a

Ef(Xn) = pQ" f.

Exercice 4 Cimetiére

On rajoute a F un point extérieur & pour former E = F U{0}. Soit T une variable aléatoire géométrique
de parameétre A € [0, 1], indépendante de (X,,)n>0. On rappelle que cette loi est caractérisée par P(T =
k) = (1 — A)A*. On construit le processus (Y,),>0 défini par

X, sin<T
Yn_{@ sin>T

Le processus (Y;,)nen est-il une chaine de Markov ? Si oui, expliciter sa matrice de transition. Et si
I'on remplace T par T+ 1 oupar T+ 27

Exercice 5 Réaliser concrétement une chaine de Markov

Soit (2, F,P) un espace de probabilité sur lequel est définie une suite i.i.d. (Z,,) de variables aléatoires
de loi uniforme sur [0,1]. Comment feriez-vous pour constuire sur (2, F,P) une suite (X,,) qui soit une
chaine de Markov de matrice de transition @ et de loi initiale prescrite ?

Exercice 6 Soit p €]0,1[, et considérons la chaine de Markov d’espace d’é¢tats Z et de matrice de
transition

P sij=1+1
Qi,j)={41-p sij=i—1
0 sinon

Cette chaine est-elle irréductible 7 Classifier les états.



Exercice 7 On considére la chaine de Markov sur ’ensemble {1,2,...,10} donnée par la matrice de
transition suivante (les éléments nuls ne sont pas indiqués).

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

1 0.5 0.5
2 0.9 0.1
3 0.2 0.8
4 1

Q= 5 0.2 02 02 0.2 0.2
6 |04 0.6
7 101 0.9
8 1
9 0.5 0.5
10 1

Classifier les états.
Exercice 8 Soit S ={1,...,6}. Compléter la matrice suivante pour qu’elle soit une matrice de transition

.12 0 0 0 0
/3 - 0 0 0 0

o—| 0 0 - 0 78 0
14 14 0 - 1/4 1/4
0 0 3/4 0 - 0

0 1/5 0 1/5 1/5

Classifier les états et montrer qu’il existe deux ensembles fermés irréductibles non vides C4,C5. Pour
1=1,2et x € 5, calculer
P, (X, € C; pour tout n assez grand).

Exercice 9 Sur I'ensemble S = {0,1,...,n} on considére la chaine de Markov de matrice de transition
Q@ donnée pour 0 <z <n—1 par

p siy=x+1
Qlz,y)=q1-p siy=0
0 sinon,

létat n étant absorbant (i.e. Q(n,z) = 0, ). Classifier les états de cette chaine. Soit 7 le temps d’atteinte
de I’état n. Quelle est la valeur de E, 77

Application : combien de lancers d’un dé a 6 faces faut-il faire en moyenne pour voir apparaitre 4
fois consécutivement le nombre 6?7

Exercice 10 Classifiez, en fonction des paramétres «, 8 et (pg), les états de la chaine de Markov sur N
dont la matrice de transition est donnée par

Q(0,0)=«, Q0,1)=1-aq, 0<ax<l
Q(172):Bv Q(la?)):l_ﬁ, 0<B<1



