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On rappelle qu’une variable aléatoire de loi N(0, 1) a pour densité la fonction

x 7→ 1√
2π

exp(−x2/2)

et qu’une variable aléatoire de loi exponentielle de paramètre λ > 0 a pour densité la fonction

x 7→ λe−λx1x>0.

Exercice 1 (Questions de compréhension du cours)

1. Soit X une variable aléatoire positive. Exprimer EX en fonction de la fonction t 7→ P(X > t).
2. Soit (Xn) une suite de variables aléatoires qui converge faiblement vers X, et (Yn) une suite de

variables aléatoires qui converge faiblement vers Y . On suppose que pour tout n, Xn et Yn sont in-
dépendantes, et que X et Y sont indépendantes. Montrer que la suite (Xn+Yn) converge faiblement
vers X + Y .

Exercice 2

Soient X et Y deux variables aléatoires indépendantes de loi N(0, 1). Montrer que la variable aléatoire
X2 + Y 2 suit une loi exponentielle dont on déterminera le paramètre.

Exercice 3

Soit (εn) une suite de variables aléatoires i.i.d. vérifiant P(εn = 1) = P(εn = −1) = 1/2. On pose

Sn =

n∑
k=1

εk
k
.

1. Calculer l’espérance et la variance de Sn.
2. En invoquant un des théorèmes de convergence des martingales, montrer que la suite (Sn) converge

presque sûrement vers une variable aléatoire Z.
3. Existe-t-il une constante M ∈ R+ telle que P(|Z| < M) = 1 ?

Exercice 4

Soit (pk)k>1 une suite de nombres réels vérifiant 0 < pk < 1 et
∑
pk = 1, et (qk)k>1 une autre suite

de nombres réels vérifiant 0 < qk < 1. On considère la matrice de transition Q sur N définie par
Q(0, k) = pk si k > 1

Q(k, 0) = qk si k > 1

Q(k, k) = 1− qk si k > 1

Q(i, j) = 0 sinon.

1. Montrer que la chaîne de Markov associée est irréductible.
2. Soit τ0 = inf{n > 0 t.q. Xn = 0} le temps de retour en 0. Montrer que pour tout k > 1, on a

Pk(τ0 < +∞) = 1. En déduire que P0(τ0 < +∞) = 1, puis que tous les états sont récurrents.
3. Calculer les mesures invariantes de cette chaîne de Markov. A quelle condition a-t-on, P0-p.s.,

lim
N→∞

1

N
card{n ∈ {1, . . . , N} t.q. Xn = 0} = 0 ?
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Exercice 5
Soit (Xn) une suite de variables aléatoires i.i.d. de loi uniforme sur l’ensemble {1, 2, 3}, et Fn =

σ(X1, . . . , Xn). On définit τ comme l’instant de la première apparition de la séquence « 1 · 2 » dans la
suite (Xn) :

τ = inf{n > 2 t.q. Xn−1 = 1 et Xn = 2}.

1. Montrer que τ est un temps d’arrêt pour la filtration (Fn).
2. Montrer que P(τ < +∞) = 1.
3. Pour n ∈ N, on définit (Yn) par

Yn = 9

n∑
k=2

1{Xk=2,Xk−1=1} + 3 · 1{Xn=1},

et Mn = Yn − n. Montrer que (Mn) est une martingale pour la filtration (Fn). En déduire que
EMτ∧n = 0 pour tout n ∈ N.

4. Montrer que l’on a EYτ = E τ en en déduire que E τ = 9.
5. On définit de manière similaire τ ′ comme l’instant de la première apparition de la séquence « 1 ·1 »

dans la suite (Xn) :
τ ′ = inf{n ∈ N t.q. Xn−1 = 1 et Xn = 1}.

Adapter l’argument précédent pour calculer E τ ′.
6. Calculer P(τ > τ ′).
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